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  Vorwort


  Pizza und Pralinen, Kühe im Halbkreis und keltische Krieger, zerstreute Professoren und rätselhafte Zündschnüre – Denksportaufgaben sind immer konkret. Man redet nicht von Algorithmen, sondern vom Zerbrechen von Schokoladentafeln; wir diskutieren nicht Gleichungen, sondern reden über Kühe, Pferde und Schafe; nicht über Stetigkeit, sondern über Mohnkuchen.


  Darin liegt die Faszination der Aufgaben, dadurch werden sie plastisch und sind sie unmittelbar ansprechend. Man kann sie sich ohne weiteres merken, man kann sie „im Kopf“ mitnehmen, sie lassen einen nicht mehr los. Man knobelt überall: in der U-Bahn, in einer langweiligen Unterrichtsstunde und sogar in der Badewanne Man könnte sogar sagen: Es knobelt in einem. Die Aufgaben entwickeln ein Eigenleben, unser Gehirn arbeitet auch unterbewusst daran – und dann passiert plötzlich ein Wunder: Es macht „Klick“, und man sieht die Lösung. Manche Aufgaben können auch durch stures Rechnen oder systematisches Probieren gelöst werden, aber den „Klick“ behalten wir im Gedächtnis!


  Wir erhalten die Lösungen allerdings nicht, indem wir über Kelten forschen, mit Zündschnüren experimentieren oder Massen von Schokoladetafeln zerbrechen. Auch die Aufgabenstellungen nützen uns – vorsichtig ausgedrückt – nicht direkt zur Bewältigung des Alltags. Kein Mensch schneidet eine Pizza so, dass sich möglichst viele Stücke ergeben – unabhängig von Größe und Gestalt. Niemand zählt 500 Mohnkügelchen auf einem Kuchen ab; und noch nie hat jemand ein halbkreisförmiges Stück Land geerbt, auf dem eine Kuh grasen muss.


  Unser Gehirn weiß (und irgendwann merken wir das auch): Es geht im Grunde gar nicht um Schokolade und Bonbons, um chinesische Ringer und keltische Krieger, um ungerechte Väter und gerechte Großväter. Für unser Gehirn ist die Einkleidung ein verführerischer Anlass, sich mit der Struktur, den dahinter steckenden Ideen, kurz: der Mathematik zu beschäftigen.


  Diese Richtung ist die richtige: Von einer konkreten Aufgabenstellung zur dahinter stehenden Idee, von der Pizza zur Flächenaufteilung, von Konkreten zum Abstrakten.


  Aufgaben zählen zu etwas vom Wichtigsten in der Mathematik. Denn dabei wird die Fähigkeit geschult, Probleme zu lösen. Dies ist nach Meinung zahlreicher Mathematiker mit die wichtigste Kompetenz in der Mathematik, und ganz sicher eine außerordentlich wichtige Fähigkeit für unser tägliches Leben!


  

  



  Wir haben in diesem Buch unsere Favoriten zusammengestellt. Bei der Auswahl ließen wir uns von folgenden drei Kriterien leiten.


  • Manche Fragen wurden uns häufig gestellt, zum Beispiel von Besuchern des Mathematikums. Diese Aufgaben gehören nach Meinung der Aufgabensteller offenbar zur mathematischen Allgemeinbildung.


  • Hinter manchen Aufgaben stecken wichtige mathematische Kniffe und Methoden. Wenn man diese Tricks in einer Knobelaufgabe kennen gelernt hat, hat man – ohne es zu merken – schon etwas Wichtiges von der Mathematik verstanden.


   • Schließlich sollten möglichst viele Teilgebiete der Mathematik angesprochen werden; tatsächlich kommen unter anderem die Gebiete Geometrie, Algebra, Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung vor.


  


  Dies ist unsere Auswahl, die natürlich auch von unserem Geschmack bestimmt ist. Wenn Sie eine Aufgabe kennen, von der Sie denken: die müsste hier auch vorkommen, dann schreiben Sie uns!


  


  Gießen und Berlin, im März 2010

  Albrecht Beutelspacher

  Marcus Wagner


  
    1.

    Zahlen und Zählen
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  Miteinander anstoßen


  Zu Beginn ein Klassiker: Auf einer Party sind zehn Personen. Jeder stößt mit jedem genau einmal an. Wie oft „klingelt“ es?
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    Tipp: Wir können uns das sehr systematisch (und wenig kommunikativ) so vorstellen, dass zunächst der Erste mit allen anderen anstößt. Dann der Zweite mit allen – außer dem Ersten. Dann der Dritte mit allen – außer den beiden Ersten. Und so weiter.
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    Lösung: Wenn die Teilnehmer der Party genauso systematisch anstoßen, dann stößt der Erste mit neun anderen an, die zweite Person mit acht anderen und so weiter. Der Vorletzte stößt noch mit einer „freien“ Person an, und der Letzte muss gar nicht mehr selbst aktiv werden. Also klingelt es insgesamt 9 + 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 45-mal!

  


  Zusatzaufgabe: Auf einer Party ist eine bestimmte Anzahl von Menschen. Jeder stößt mit jedem genau einmal an. Insgesamt „klingelt“ es genau 55-mal. Wie viele Menschen sind auf der Party?


  


  Man kann die Summe der ersten n Zahlen, also 1 + 2 + … + n, auch in einer einfachen Formel ausdrücken, nämlich 1 + 2 + 3 + … + n = n(n + 1)/2.


  


  Diese Gleichung ist der Inhalt einer Geschichte über den Mathematiker Carl Friedrich Gauß (1777–1855). Als Gauß noch in die Grundschule ging, stellte der Lehrer den Schülern die Aufgabe, die Zahlen von 1 bis 100 zu addieren. Zum Erstaunen des Lehrers war Gauß damit schon nach kurzer Zeit fertig. Er hatte bemerkt, dass die erste Zahl 1 und die letzte Zahl 100 die Summe 101 ergeben – genau wie die zweite Zahl 2 und die vorletzte Zahl 99 die Summe 101 ergibt, genauso 3 + 98 und so weiter. Gauß hat daher 50 · 101 gerechnet.


  


  Allgemein kann man also sagen, dass man für die Summe der ersten n Zahlen genau die Hälfte der Zahlen (n/2) mit der um 1 erhöhten größten Zahl (n + 1) multiplizieren muss. Oder in der bereits genannten Formel: 1 + 2 + 3 + … + n = n(n + 1)/2.


  


  Zusatzaufgabe: Auf einer Party befinden sich zehn Personen, und zwar fünf Paare. Jede stößt mit jedem an, aber nicht mit seinem Partner. Wie oft klingelt es?


  Der zerstreute Professor


  Der Professor und seine Frau haben zwei befreundete Ehepaare zum Abendessen eingeladen. Zunächst trinken sie zusammen einen Begrüßungscocktail. Sie stoßen miteinander an, nicht jeder mit jedem, sondern nur mit ein paar anderen oder auch mit keinem. Aber jedenfalls stößt keiner mit seinem Ehepartner an.


  Der Professor ist ein bisschen zerstreut und hat nicht aufgepasst, wer mit wem angestoßen hat. Als er danach fragt, sagt seine Frau hinterhältig: „Ich verrate dir nur, dass wir anderen fünf jeweils mit einer unterschiedlichen Zahl von Menschen angestoßen haben.“


  Darauf denkt der Professor kurz nach und sagt: „Dann weiß ich erstens, mit wie vielen ich angestoßen habe, und zweitens auch, mit wem du angestoßen hast, nämlich mit denselben Leuten wie ich.“
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    Tipp: Wenn die fünf anderen mit jeweils einer unterschiedlichen Zahl von Menschen angestoßen haben, welche Zahlen sind das dann?
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    Lösung: Die Lösung ist trickreich: Da keiner mit seinem Ehepartner anstößt, stößt jeder mit höchstens vier anderen Menschen an. Wenn die fünf anderen alle unterschiedliche Zahlen haben, dann müssen das die Zahlen 4, 3, 2, 1 und 0 sein.


    Gehen wir der Reihe nach vor: Angenommen, die Frau des Professors hätte mit vier anderen angestoßen, dann müssten diese die eingeladenen Ehepaare sein. Dann hätte aber keiner von diesen mit 0 anderen Personen angestoßen, was der Aussage der Frau widerspricht.


    Also muss ein Mitglied eines befreundeten Ehepaars – sagen wir die Frau des ersten Ehepaars – mit vier anderen angestoßen haben. Das sind das zweite Ehepaar sowie der Professor und seine Frau. Es gibt nach dieser Überlegung nur noch eine Person, die bisher mit niemanden angestoßen hat: der Mann des ersten Paares. Somit muss er derjenige sein, der insgesamt mit keinem anderen angestoßen hat.


    Bleiben noch die Zahlen 1, 2 und 3. Wenn die Frau des Professors mit drei anderen angestoßen hätte, dann müssten das die erste Frau und das zweite Paar sein. Da alle diese Personen aber bereits mit einer anderen Person angestoßen haben, hätte niemand von ihnen mit genau einem anderen angestoßen.


    Also muss ein Mitglied des zweiten Ehepaars, zum Beispiel die Frau, mit dreien angestoßen haben. Das sind die erste Frau sowie der Professor und seine Frau.


    Es folgt, dass die Frau des Professors, ebenso wie der Professor selbst, mit genau zweien angestoßen hat, und zwar mit denjenigen Partnern aus den befreundeten Ehepaaren, die mit vier beziehungsweise mit drei anderen angestoßen haben.

  


  Ringen in China


  In China wird der Meister im Ringkampf durch das K.-o.-System bestimmt: immer zwei gegeneinander, und der, der verliert, scheidet aus. Das bedeutet nicht, dass die Kämpfe in „Runden“ organisiert werden. Es könnte zum Beispiel auch so sein, dass einer so lange gegen immer neue Gegner kämpft, bis er zum ersten Mal verliert. Die Organisation aller Kämpfe steht aber gar nicht im Zentrum dieser Aufgabe.


  In China ist es so, dass allein im Leichtgewicht 100 000 Chinesen antreten, unter denen der Sieger ermittelt werden soll. Wie viele Kämpfe wird es geben, bis der Meister ermittelt ist?
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    Tipp: Wie viele Ringer sind nach dem ersten Kampf noch im Rennen?
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    Lösung: Um den Besten unter den 100 000 zu finden, müssen die anderen 99 999 eliminiert werden. Nach dem ersten Kampf sind noch 99 999 Ringer im Rennen. Jeder weitere Kampf reduziert die Zahl der Ringer um einen weiteren. Da in jedem Kampf genau einer ausscheidet, braucht man genau 99 999 Kämpfe.

  


  Zusatzaufgabe: Sie haben eine Schokoladentafel, die aus genau 24 Teilchen besteht. Sie zerbrechen zunächst die ganze Tafel in zwei Stücke. Dann nehmen Sie ein Stück und zerbrechen es in zwei Teile und so weiter. Immer ein Teil in zwei Teile. Wie Sie das machen, ist Ihnen völlig freigestellt!


  


  Frage: Wie oft müssen Sie ein Stück zerbrechen, um am Ende die 24 Teile einzeln zu haben?


  Die Balkenwaage


  Stellen Sie sich eine Balkenwaage vor, also eine Waage mit zwei Schalen. Auf die eine legt man die Sache, die man wiegen möchte, auf die andere die Gewichte. Wenn die Waage im Gleichgewicht ist, dann liegt rechts und links das gleiche Gewicht. Wenn sich die Waage nach links senkt, dann liegt links das größere und rechts das geringere Gewicht.


  Sie sollen damit Münzen wiegen. Es stehen keine Gewichtssteine zur Verfügung, aber Münzen, deren Gewicht Sie vergleichen sollen. Insgesamt handelt es sich um 27 Münzen, die vollkommen gleich aussehen; alle wiegen genau gleich viel, bis auf eine, die leichter ist als die anderen 26.


  Ihre Aufgabe besteht darin, herauszufinden, welche die leichte Münze ist. Und das mit möglichst wenigen Wägungen.
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    Tipp: Wie würden Sie das machen, wenn es nur drei Münzen gäbe, von denen eine leichter als die beiden anderen ist? Das bekommen Sie mit einer einzigen Wägung hin!
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    Lösung: Haben sie die Aufgabe mit drei Münzen gelöst? Klar: Sie haben zwei herausgegriffen und eine von ihnen auf die eine Waagschale, die andere auf die andere Waagschale gelegt. Wenn die Waage im Gleichgewicht bleibt, dann sind diese beiden Münzen gleich schwer, und die dritte Münze muss die leichte sein. Wenn sich aber eine Waagschale senkt und sich die andere hebt, dann liegt die leichte Münze in der Waagschale, die nach oben steigt.


    Als Nächstes nehmen wir neun Münzen, die alle gleich aussehen und von denen acht gewichtsmäßig identisch sind, aber eine leichter ist.


    Die Idee ist, dieses Problem auf das vorige zurückzuführen: Wir nehmen sechs Münzen und legen drei davon in die eine Waagschale, drei in die andere. Wenn eine Waagschale nach oben geht, muss die leichte Münze bei diesen sein. Wenn die Waage im Gleichgewicht ist, dann muss die leichte Münze bei den drei noch ungewogenen sein. In jedem Fall haben wir das Problem auf drei Münzen reduziert und machen nun weiter wie beim ersten Mal.


    Bei 27 Münzen greifen wir 18 heraus, legen neun auf die eine, die anderen neun auf die andere Waagschale und … Sie wissen, wie es weitergeht!

  


  Die Seiten des Buches


  Im Dezimalsystem benutzen wir die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0. Mit ihnen kann man alle Zahlen schreiben.


  Um die Seiten eines dicken Buches zu nummerieren, benötigt man insgesamt 2010 Ziffern. Wie viele Seiten hat dieses Buch? (Es beginnt auf Seite 1).
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    Tipp: Um die Zahlen von 1 bis 9 zu schreiben, braucht man neun Ziffern. Wie viele Ziffern benötigt man, um die Zahlen von 10 bis 99 zu schreiben?
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    Lösung: Von 10 bis 99 gibt es genau 90 Zahlen; für jede braucht man zwei Ziffern. Also braucht man für die Zahlen von 1 bis 99 insgesamt 9 + 2 · 90 = 189 Ziffern. Nun vermuten wir, dass das Buch eine dreistellige Zahl von Seiten hat. Wir nennen diese Seitenzahl x. Von 100 bis zu x sind es x – 99 Zahlen. Zum Beispiel sind es von 100 bis 101 zwei Zahlen, also 101 minus die 99 ein- und zweistelligen Zahlen. Jede dieser Zahlen benötigt drei Ziffern; zusammen braucht man also 3·(x – 99) Ziffern. Insgesamt benötigt man also für die Zahlen von 1 bis zu einem dreistelligen x genau 189 + 3 · (x – 99) Ziffern. Wenn dabei die Zahl 2010 herauskommen soll, gilt 189 + 3 · (x – 99) = 2010. Wenn man das ausrechnet, ergibt sich x = 706.

  


  Kerzenhalter und Kerze


  Ein Kerzenhalter inklusive Kerze kostet 11 Euro. Dabei kostet der Halter 10 Euro mehr als die Kerze. Wie viel kostet die Kerze?
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    Tipp: Subtrahieren allein reicht nicht!
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    Lösung: Die Antwort „Die Kerze kostet 1 Euro“ ist verführerisch. Doch sie ist nicht richtig, da dann der Halter mit einem Preis von 10 Euro nur 9 Euro mehr als die Kerze kosten würde. Um die angegebene Differenz von zehn Euro zu erhalten, muss die Kerze 50 Cent und der Halter 10,50 Euro kosten! Man kann die Aufgabe natürlich auch mit einer Gleichung lösen. Wenn wir den Preis der Kerze x nennen, dann kostet der Kerzenhalter 10 + x. Da beide zusammen 11 Euro kosten, gilt x + 10 + x = 11, und daraus folgt leicht x = 0,5.

  


  Telegrafenstangen


  An einer Landstraße stehen Telegrafenstangen in regelmäßigen Abständen. Vom ersten bis zum fünften Mast sind es 500 Meter. Wie weit ist es vom ersten Mast bis zum zehnten Mast?
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    Tipp: Achten Sie auf die Abstände!
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    Lösung: Vom ersten bis zum fünften Mast beträgt der Abstand 500 Meter. Diese verteilen sich gleichmäßig auf den Bereich vom ersten zum zweiten, vom zweiten zum dritten, vom dritten zum vierten und vom vierten zum fünften Mast. Insgesamt sind es somit vier Abschnitte mit jeweils 125 Metern.


    Zwischen zehn Masten gibt es neun Abschnitte. Somit ist die Gesamtlänge 9·125 Meter und damit 1125 Meter.

  


  Summe von aufeinanderfolgenden Zahlen


  Die Summe von sechs aufeinanderfolgenden Zahlen ist 9999. Wie lauten diese Zahlen?
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    Tipp: Aufeinanderfolgende Zahlen sind ungefähr gleich groß. Die Summe der sechs Zahlen soll 9999 betragen. Wie groß sind die Zahlen dann ungefähr?
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    Lösung: Eine Division durch sechs ergibt, dass die Zahlen im Durchschnitt gleich 1666,5 sein müssen. Genauer gesagt ist das der Mittelwert der sechs Zahlen. Also liegen drei der Zahlen vor 1666,5 und drei kommen danach. Daher ist die erste Zahl 1664. Tatsächlich gilt 1664 + 1665 + 1666 + 1667 + 1668 + 1669 = 9999. Man kann natürlich auch eine Gleichung aufstellen. Wenn wir die kleinste der sechs Zahlen x nennen, dann muss gelten x + x + 1 + x + 2 + x + 3 + x + 4 + x + 5 = 9999. Die linke Seite kann man zu 6x + 15 zusammenfassen. Also gilt 6x + 15 = 9999, das heißt 6x = 9984. Daraus ergibt sich x = 1664.

  


  


  Sie können die Fragestellung variieren: Versuchen Sie andere Zahlen als 9999. Welche Eigenschaft müssen die Zahlen erfüllen, damit es eine Lösung gibt? Ein Blick auf die Gleichung kann dabei helfen!


  Äpfel und Birnen


  Ein Obsthändler hatte zu Beginn des Markttages gleich viele Äpfel und Birnen. Als er am Ende des Tages abrechnet, hat er von den Äpfeln 93 Stück verkauft, von den Birnen jedoch nur 39. Ihm fällt auf, dass er jetzt noch genau doppelt so viele Birnen wie Äpfel hat. Als er dies seinem pfiffigen Sohn erzählt, kann der nach kurzem Überlegen sagen, wie viele Äpfel und Birnen der Vater zu Beginn hatte.


  


  
    [image: Abbildung]


    Tipp: Versuchen Sie zunächst, die Größenordnung der Zahl der Äpfel und Birnen zu Beginn abzuschätzen.
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    Lösung: Von den Birnen sind noch doppelt so viele vorhanden wie von den Äpfeln. Umgekehrt wurden – grob gerechnet – etwa doppelt so viele Äpfel wie Birnen verkauft. Das legt nahe, dass etwa zwei Drittel der Äpfel und ein Drittel der Birnen verkauft wurden. Gehen wir also davon aus, dass 39 etwa ein Drittel und 93 etwa zwei Drittel der ursprünglichen Anzahl sind, dann müssen etwa 130 Früchte jeder Sorte zu Beginn vorhanden gewesen sein. Mit einer Proberechnung kann man feststellen, dass diese Zahl noch etwas zu gering angesetzt ist, da die Äpfel nach dem Verkauf noch weniger als die Hälfte der Birnen ausmachen.


    Exakt waren es zu Beginn des Tages jeweils 147 Äpfel und Birnen. Mit zwei Rechnungen kann man das überprüfen: 147 – 93 = 54 und 147 – 39 = 108.

  


  


  
    Mithilfe einer Gleichung kann man die Lösung automatisch herausbekommen. Dazu muss man alle Angaben in Rechenoperationen umsetzen. Wir nennen die Anzahl der Äpfel beziehungsweise Birnen zu Beginn x. Dann gibt es am Ende des Tages x – 93 Äpfel und x – 39 Birnen. Da doppelt so viele Äpfel wie Birnen übrig bleiben, muss man die Zahl der Birnen in der Gleichung verdoppeln: 2 · (x – 93) = x – 39.

  


  Dreistellige Zahlen


  Gesucht sind dreistellige Zahlen wie etwa 358, bei denen die letzte Ziffer gleich der Summe der ersten beiden Ziffern ist. Wie viele solche dreistellige Zahlen gibt es?


  


  
    [image: Abbildung]


    Tipp: Auch wenn es 900 dreistellige Zahlen gibt, ist die Anzahl derjenigen Zahlen, welche die geforderte Bedingung erfüllen, überraschend klein. Wenn Sie ein paar Beispiele aufschreiben, kommen Sie bestimmt der Lösung auf die Spur.
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    Lösung: Wir betrachten die letzte Ziffer und spielen alle Möglichkeiten durch.


    Die letzte Ziffer kann nicht Null sein, da sonst alle Ziffern Null sein müssten.


    Betrachten wir die Endziffer 1: Dann gibt es nur eine Möglichkeit, die 101. Denn 011 ist keine dreistellige Zahl, sondern die zweistellige Zahl 11.


    Bei der Endziffer 2 sind zwei Fälle möglich, nämlich 112 und 202. Bei der Endziffer 3 gibt es drei Möglichkeiten (123, 213 und 303), und bei der Endziffer 4 haben wir vier Fälle zu betrachten, nämlich 134, 224, 314 und 404.


    Bei jeder Endziffer kann man also gleich vorgehen. Man startet mit der kleinstmöglichen Anfangsziffer 1. Damit ist die zweite Ziffer automatisch festgelegt: Sie ergibt sich aus der Endziffer minus eins. Dann betrachtet man die zweitkleinste Anfangsziffer 2; an der zweiten Stelle steht dann „Endziffer minus zwei“ und so weiter. Nennt man die Anfangsziffer a und die Endziffer e, dann ist die mittlere Ziffer stets gleich e – a.


    Dabei kann die Anfangsziffer natürlich maximal so groß sein wie die Endziffer, sonst könnte die Endziffer nicht die Summe der beiden ersten Ziffern sein. Also liegt die erste Ziffer zwischen 1 und der Endziffer e; also gibt es für sie – bei gegebenem e – genau e Möglichkeiten.


    Somit gibt es eine dreistellige Zahl mit der Endziffer 1, welche die Bedingung erfüllt, zwei Zahlen mit der Endziffer 2, drei mit der Endziffer 3 und so weiter. Und insgesamt gibt es 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 = 45 Möglichkeiten, dreistellige Zahlen zu bilden, bei denen die Summe der ersten beiden Ziffern genau der letzten Ziffer entspricht.

  


  


  Zusatzaufgabe: Wie viele dreistellige Zahlen gibt es, bei denen die letzte Ziffer die Differenz der ersten beiden Ziffern ist?


  Addition zweier Unbekannter


  Die Summe zweier positiver ganzer Zahlen ist 715. Die eine Zahl hat eine Null als letzte Ziffer. Lässt man diese weg, erhält man die andere gesuchte Zahl. Wie lauten die beiden Zahlen?
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    Tipp: Die Lösung erschließt sich „von hinten nach vorn“!
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    Lösung: Eine der beiden Zahlen ist dreistellig, die andere zweistellig. (Denn wenn die Summe zweier Zahlen 715 sein soll, muss mindestens eine der beiden Zahlen dreistellig sein. Wenn man von dieser die letzte Stelle streicht, ergibt sich eine zweistellige Zahl.)


    Da das Ergebnis der Addition beider Zahlen 715 sein soll und weil bereits bekannt ist, dass die letzte Ziffer der dreistelligen Zahl die Null ist, muss die letzte Ziffer der zweistelligen Zahl eine 5 sein.


    Weil die dreistellige Zahl aus der zweistelligen durch Hinzufügen einer 0 am Ende entsteht, muss die mittlere Ziffer der dreistelligen Zahl ebenfalls gleich 5 sein.


    


    Daraus ergibt sich die folgende Addition:


    
      ?50

    


    
      + ?5

    


    
      715

    


    


    Es gibt nur eine Ziffer, durch die beide Fragezeichen so ersetzt werden können, dass eine korrekte Addition entsteht: Die 6. Die Aufgabe lautet dann: 650 + 65 = 715.

  


  


  Zusatzaufgabe: Die Summe zweier Zahlen ist 617. Wenn man die letzte Ziffer der einen Zahl streicht (die wir aber nicht kennen), ergibt sich die zweite Zahl. Wie lauten die beiden Zahlen?


  Auf der Weide


  Auf einer Weide stehen Kühe, Pferde und Schafe. Wenn man die Kühe von der Weide führt, dann verbleiben insgesamt 12 Tiere auf der Weide. Holt man die Pferde zurück in den Stall, bleiben 22 Tiere übrig, und ohne Schafe sind es 26 Tiere.


  Wie viele Tiere stehen insgesamt auf der Weide?
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    Tipp: Betrachten Sie bei Ihren Überlegungen nicht die fehlenden Tiere, sondern die in den drei Fällen jeweils vorhandenen!
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    Lösung: Ohne Kühe sind es 12 Tiere, also sind Pferde und Schafe zusammen 12 Tiere. In einer Gleichung ausgedrückt heißt dies „Pferde + Schafe = 12“. Entsprechend erhält man aus den anderen Angaben „Kühe + Schafe = 22“ und „Kühe + Pferde = 26“.


    Wenn man die drei Gleichungen addiert, also jeweils alles auf der linken Seite aufsummiert und ebenso auf der rechten, ergibt sich:


    Pferde + Schafe + Kühe + Schafe + Kühe + Pferde = 12 + 22 + 26.


    Das kann man zusammenfassen zu 2 Pferde + 2 Schafe + 2 Kühe = 60. Das bedeutet: Die linke Seite ist das Doppelte aller Tiere, also muss rechts auch das Doppelte aller Tiere stehen. Daher ist die Anzahl der Tiere gleich der Hälfte von 60 und daher 30.
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  Wachsreste


  In einer Kerzenfabrik werden aus Wachsrohlingen Kerzen in Form von Teddybären gegossen. Ein Rohling reicht für eine Kerze. In der Gießform bleiben herstellungsbedingt Wachsreste übrig. Die Wachsreste von sechs Kerzen kann man zu einem Rohling für eine weitere Teddybär-Kerze einschmelzen. Wie viele Kerzen kann man herstellen, wenn zu Beginn 36 Wachsrohlinge vorhanden sind?
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    Tipp: Das ist so wie mit Zins und Zinseszins!

  


  


  
    [image: Abbildung]


    Lösung: Folgende Idee ist klar: Bei 36 Kerzen bleibt 36-mal ein Wachsrest in der Form übrig. Da die Wachsreste pro sechs Kerzen für eine weitere reichen, kann man sechs weitere Kerzen herstellen und erhält somit insgesamt 36 + 6 = 42 Kerzen.


    Doch damit nicht genug. Auch bei der Verwertung der Reste bleiben pro sechs Kerzen wieder Wachsreste für eine weitere Kerze übrig. Da es genau sechs zusätzliche Kerzen waren, kann man somit noch eine weitere Kerze herstellen, insgesamt also 43.

  


  Sieben im Kreis


  Die Zahlen 1 bis 7 sollen so in die Figur eingetragen werden, dass sich beim Addieren dreier Zahlen fünf Mal dieselbe Summe ergibt, und zwar auf jeder Linie von der Mitte nach außen und auf den beiden Ringen um den Mittelpunkt.
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    Tipp: Finden Sie zunächst heraus, welche Summe man auf fünf verschiedene Weisen aus drei Zahlen zwischen eins und sieben bilden kann.
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    Lösung: Zunächst scheinen die Kombinationsmöglichkeiten bei drei Zahlen zwischen 1 und 7 sehr zahlreich zu sein. Doch die Aufgabenstellung schließt viele Möglichkeiten aus: Es darf keine Zahl doppelt vorkommen. Zudem muss die gleiche Summe auf fünf verschiedene Weisen gebildet werden können.


    Die kleinstmögliche Summe ist 1 + 2 + 3 = 6. Doch es gibt keine weitere Möglichkeit, mit anderen Zahlen aus dem vorgegebenen Bereich die gleiche Summe zu erzeugen. Auch die Summe 7 kann nur auf eine Weise erhalten werden, nämlich als 7 = 1 + 2 + 4. Für die Summe 8 gibt es bereits zwei Möglichkeiten: 1 + 2 + 5 und 1 + 3 + 4.


    Überlegt man nach dieser Methode weiter, so sieht man, dass einzig die Summe 12 auf fünf verschiedene Weisen gebildet werden kann: 1 + 4 + 7, 1 + 5 + 6, 2 + 3 + 7, 2 + 4 + 6, 3 + 4 + 5 ergeben jeweils 12. Wenn man diese Kombinationen genauer betrachtet, so fällt auf, dass jede Zahl in zwei Kombinationen vorkommt, mit Ausnahme der 4, die in drei Kombinationen auftaucht. Da in der vorgegebenen Anordnung nur an einer Stelle drei der Kombinationen zusammentreffen, muss die 4 in der Mitte stehen. Die Anordnung der restlichen Zahlen ergibt sich dann schnell.
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    2.

    Brüche und Prozente
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  Die Badewanne


  Um eine Badewanne vollkommen zu füllen, braucht man zwei Minuten. Nach dem Ziehen des Stöpsels dauert es aber drei Minuten, bis die Wanne leer ist. Wie lange dauert das Füllen, wenn das Wasser zuläuft und gleichzeitig der Stöpsel gezogen ist?
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    Tipp: Welcher Anteil der Wanne ist nach einer Minute gefüllt?
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    Lösung: Es dauert genau sechs Minuten, bis die Wanne gefüllt ist.


    Man kann sich das so überlegen: In einer Minute füllt sich die Wanne bei eingestecktem Stöpsel zur Hälfte. Umgekehrt: Wenn man den Stöpsel zieht, leert sich die volle Wanne in einer Minute um ein Drittel. Geschieht beides gleichzeitig, so ist nach einer Minute eine Hälfte minus ein Drittel, also ein Sechstel der Wanne gefüllt. Daher dauert es sechs Minuten, bis die Wanne ganz gefüllt ist.


    Ganz kurz und elegant erklärt: In sechs Minuten kann sich die Badewanne dreimal füllen, aber nur zweimal leeren.

  


  Wer verdient mehr?


  Herr Adam und Frau Eva haben früher beide gleich viel verdient. Im letzten Jahr wurde das Gehalt von Herrn Adam um 10 Prozent erhöht und das von Frau Eva um 10 Prozent gekürzt. In diesem Jahr erging es Frau Eva besser: Ihr aktuelles Gehalt wurde um 10 Prozent erhöht, während das von Herrn Adam um 10 Prozent gekürzt wurde. Wer verdient jetzt mehr?
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    Tipp: Überlegen Sie zunächst, ob sich die Erhöhung und die Verringerung gegenseitig aufheben.
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    Lösung: Nehmen wir an, dass beide zunächst jeweils 2000 Euro verdient haben. 10 Prozent davon sind 200 Euro. Im letzten Jahr hat sich das Gehalt von Herrn Adam daher auf 2200 Euro erhöht und das von Frau Eva auf 1800 Euro verringert.


    In diesem Jahr wurde das Gehalt von Herrn Adam um 10 Prozent, also um 220 Euro, auf 1980 Euro verringert. Frau Eva erhält 10 Prozent ihres Gehaltes, also 180 Euro, mehr und somit ebenfalls 1980 Euro. Das aktuelle Gehalt ist bei beiden gleich, aber niedriger als am Anfang!
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    Dass man die Reihenfolge von Erhöhung und Verringerung vertauschen kann, ist eine Eigenschaft der Prozentrechnung, die als „Kommutativität“ bezeichnet wird. Sie taucht immer beim Multiplizieren auf. Im Grunde kann man die Lösung der Aufgabe auf folgende Gleichung zurückführen: 2000 Euro · 1,1 · 0,9 = 1980 Euro genau wie 2000 Euro · 0,9 · 1,1 = 1980 Euro. Diese Gleichung gilt wegen der „Kommutativität“: 1,1 · 0,9 = 0,9 · 1,1.

  


  Der Nachtwächter


  In einem Bürogebäude macht ein Nachtwächter zu jeder vollen Stunde seinen Rundgang. Ein fleißiger Angestellter, der bis spät in die Nacht an seinem Schreibtisch sitzt, wird von ihm aufgeschreckt und fragt ihn nach der Uhrzeit. Darauf bekommt er trotz vorgerückter Stunde die folgende Antwort: „Rechnet man die Hälfte, ein Drittel und ein Viertel der Stunden zusammen, so ist das Ergebnis um eins größer als die aktuelle Stundenzahl.“ Welche Uhrzeit hat sich der Angestellte daraus errechnet?
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    Tipp: Welche Stundenzahlen kann man möglichst einfach durch 2 sowie 3 und 4 teilen?
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    Erste Lösung: Die einzige Stundenzahl, die ohne Rest durch 2 und durch 3 und durch 4 teilbar ist, ist die 12.
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    Zweite Lösung: 1/2 + 1/3 + 1/4 ergibt 13/12. Wenn wir zunächst eine beliebige Uhrzeit u annehmen, muss also 13/12 von u um eins größer als die aktuelle Zeit u sein. Insbesondere muss 13/12 von u eine ganze Zahl sein, und das geht nur, wenn u = 12 oder u = 24 ist. Man rechnet leicht nach, dass u = 24 keine Lösung ist.
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    Dritte Lösung: Man kann auch eine Gleichung aufstellen. Wir nennen die Stundenzahl der aktuellen Uhrzeit u, dann lautet die Aussage des Nachtwächters: 1/2 · u + 1/3 · u + 1/4 · u = u + 1. Daraus ergibt sich, dass 1/12 · u = 1 ist. Also lautet die Zahl der Stunden 12.


    Eine Probe bringt schnell Gewissheit: 1/2 · 12 + 1/3 · 12 + 1/4 · 12 = 6 + 4 + 3 = 13 – und damit eins mehr als 12.

  


  Sparpotenzial


  Ein Bauherr hört von verschiedenen Möglichkeiten, Energie zu sparen. Mit dem ersten Verfahren lässt sich der Energieverbrauch um 30 Prozent verringern, mit einer weiteren Technik reduziert sich der Energieverbrauch um 45 Prozent und mit einer dritten um 25 Prozent.


  Der Bauherr ist schlau und wendet alle drei Techniken an. Er bildet sich ein, damit 30 % + 45 % + 25 % = 100 % einzusparen.


  Doch leider ist seine Rechnung falsch! Wie viel Energie kann er durch die Anwendung aller drei Methoden sparen? Ist es möglich, durch das Anwenden weiterer Techniken auf eine hundertprozentige Einsparung zu kommen?
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    Tipp: Beachten Sie, dass man für die Einsparungen jeweils einen Anteil des ursprünglichen Energieverbrauchs angibt, aber keine absoluten Zahlen!
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    Lösung: Leider kann man Prozentangaben nicht so aufsummieren, wie der Bauherr hofft. Bei einer Einsparung von 30 Prozent verbleibt ein Verbrauch von 70 Prozent der ursprünglich benötigten Energie, bei 45 Prozent Einsparung ein Verbrauch von 55 Prozent und so weiter. Dabei kann bei jeder weiteren Methode nur ein Anteil der nach Anwendung der vorherigen Methode noch verbrauchten Energie eingespart werden. Das heißt: Die zweite Methode spart nur noch 55 Prozent von 70 Prozent der ursprünglich nötigen Energie. Nach dem Anwenden aller drei Methoden bleibt somit ein Verbrauch von 100 % · 70 % · 55 % · 75 % ≈ 29 %. Da die Reihenfolge beim Multiplizieren keine Rolle spielt, ist es gleich, welche Energiesparmethode zuerst angewendet wird.

  


  


  Mithilfe weiterer Verfahren kann der Verbrauch noch weiter gesenkt werden. Dabei nähert man sich zwar immer stärker einem Verbrauch von 0 Prozent der Energie, jedoch geht das immer „langsamer“, und man kann den Nullpunkt nicht erreichen.


  Wassermelonen


  Wenn Wassermelonen geerntet werden, bestehen sie zu 99 Prozent aus Wasser. Beim Transport trocknen sie ein bisschen aus und bestehen am Ende nur noch zu 98 Prozent aus Wasser.


  Nun werden 10 Tonnen Wassermelonen geerntet und weitertransportiert. Wie viel wiegen die Wassermelonen nach dem Transport?


  


  
    [image: Abbildung]


    Tipp: Konzentrieren Sie sich nicht auf das Wasser, sondern auf den Rest, die „Trockenmasse“!
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    Lösung: Betrachten wir die Situation unmittelbar nach der Ernte. Da die 10 Tonnen Wassermelonen zu 99 Prozent aus Wasser bestehen, bildet 1 Prozent der 10 Tonnen die Trockenmasse. 1 Prozent von 10 Tonnen sind 100 Kilogramm.

    Die Trockenmasse bleibt beim Transport unverändert, denn es verdunstet ja nur das Wasser.


    Das bedeutet: Am Ende gibt es nach wie vor 100 Kilogramm Trockenmasse. Diese bildet jetzt aber 2 Prozent der Melonen, da diese ja nur noch zu 98 Prozent aus Wasser bestehen. Wenn 2 Prozent 100 Kilogramm sind, dann sind 100 Prozent 100 · 50, also 5000 Kilogramm. Also: Die Wassermelonen wiegen nur noch 5 Tonnen, sensationelle 5 Tonnen sind verdunstet!

  


  


  Zusatzaufgabe: Eine andere Melonensorte besteht bei der Ernte zu 90 Prozent aus Wasser, nach dem Transport nur noch zu 89 Prozent. Wie viel bleibt von 10 Tonnen frisch geernteten Melonen übrig?


  


  Noch eine Frage: Warum ist folgende Argumentation bei der Originalfrage falsch: Es wird 1 Prozent weniger. 1 Prozent ist 100 kg. Also wiegen die Melonen 100 kg weniger, sie wiegen insgesamt also 9,9 Tonnen.


  Rote und blaue Bonbons


  Vor einiger Zeit haben Christoph und Maria jeweils eine große Tüte voll Bonbons bekommen. Christoph bekam blaue Bonbons und Maria rote. Der Vater hatte natürlich darauf geachtet, dass beide exakt gleich viele bekamen. Bald begann ein reger Tauschhandel: „Gibst du mir ein paar von deinen?“ – „Aber ich will auch von deinen!“ Einige Bonbons fielen zu Boden und wurden wieder eingesammelt. Als die Verteilaktion zu einem Ende gekommen ist, zählen beide ihre Schätze. Unglaublich, aber wahr: Beide haben immer noch gleich viele Bonbons. Da fragt Maria: „Hab’ ich jetzt mehr blaue Bonbons als du rote, oder hast du mehr rote von mir als ich von dir – oder haben wir beide gleich viele vom andern?“
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    Lösung: Nehmen wir einmal an, beide haben genau 50 Bonbons. Maria zählt und kommt bei sich auf 10 blaue und 40 rote. Da es insgesamt 50 rote und 50 blaue Bonbons gibt, muss Christoph also 10 rote und 40 blaue haben. Also hat jeder genau gleich viele Bonbons vom anderen.

  


  


  Rot- und Weißwein mischen


  Aus einem Glas mit Rotwein wird ein Teelöffel davon entnommen und in ein entsprechend gefülltes Glas mit Weißwein gegeben. Anschließend wird umgerührt, um den Rot- und den Weißwein gut zu mischen.


  Schließlich wird ein Löffel des Inhalts aus dem Weißweinglas wieder zurück in das Rotweinglas gegeben, so dass am Schluss wieder in beiden Gläsern die gleiche Menge Wein ist.


  Befindet sich mehr Weißwein im Rotweinglas oder mehr Rotwein im Weißweinglas?
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    Tipp: Die Füllmengen nach dem ersten Umfüllen unterscheiden sich von derjenigen zu Beginn und am Ende!
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    Lösung: Beim ersten Umfüllen wird reiner Rotwein in das Weißweinglas gelöffelt. Beim zweiten Vorgang kommt eine Mischung aus Rot- und Weißwein zurück ins Rotweinglas. Doch der Schluss, dass daher im Weißweinglas mehr Rotwein ist als umgekehrt, ist falsch!


    Zu Beginn und nach beiden Umfüllvorgängen befindet sich in beiden Gläsern gleich viel Wein. Das heißt, dass der Anteil des Rotweins, der im Rotweinglas fehlt, im Weißweinglas sein muss, aber auch umgekehrt, der Anteil des Weißweins, der im Weißweinglas fehlt, muss im Rotweinglas sein. Somit ist der fehlende Anteil in beiden Gläsern durch den entsprechenden Anteil des anderen Glases ausgeglichen worden und daher der Anteil des jeweils anderen Weines in beiden Gläsern gleich!


    Die Ursache für den falschen Eindruck ist folgende: Nach dem ersten Umfüllvorgang sind in den beiden Gläsern unterschiedliche Mengen Wein. Es wird bei beiden Umfüllvorgängen somit von verschiedenen Bezugsmengen ausgegangen.

  


  
    3.

    Gerecht Teilen
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  Der verschwundene Euro


  Drei Freunde kaufen einen Fußball für 30 Euro. Jeder der drei zahlt zehn Euro. Am nächsten Tag fällt dem Händler ein, dass der Ball ein Sonderangebot ist und nur 25 Euro kostet. Er schickt seinen Azubi mit fünf Euro hinterher. Der Azubi ist jedoch nicht ganz so ehrlich wie sein Chef; er gibt jedem der Freunde nur einen Euro und behält zwei für sich.


  Wenn man das noch einmal nachrechnet, ergibt sich ein Problem: Jeder der Freunde hat neun Euro bezahlt, der Azubi hat zwei Euro behalten, das ergibt zusammen nur 29 Euro. Wo ist der dreißigste Euro verschwunden?
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    Tipp: Schauen Sie genau, ob die richtigen Beträge addiert wurden!
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    Lösung: Wir versuchen den Weg der 30 Euro einmal nachzuverfolgen: Zuerst sind sie bei den Freunden, dann beim Kaufmann. Und am Schluss sind 25 beim Kaufmann, zwei beim Azubi und drei bei den Freunden.


    Man muss also so zusammenfassen: Jeder der Freunde hat neun Euro bezahlt. Das macht zusammen 27 Euro. Davon sind 25 Euro beim Händler und zwei beim Azubi. Die drei Euro, die zu den zuerst bezahlten 30 Euro fehlen, haben die Freunde zurückbekommen.

  


  Der ungerechte Vater


  Ein Vater kommt von einer Geschäftsreise und bringt seinen drei Kindern Schokoriegel mit. Er verteilt diese extrem ungerecht: Das älteste Kind bekommt die Hälfte. Da es nicht aufgeht, kommt noch ein halber Riegel dazu. Das zweitälteste Kind bekommt vom Rest die Hälfte; auch das geht nicht auf, daher erhält auch dieses Kind einen halben Riegel dazu. Schließlich bekommt das jüngste Kind vom Rest die Hälfte; auch das geht nicht auf, es bekommt einen halben Riegel hinzu. Am Ende bleibt ein Riegel übrig, den er seiner Frau schenkt.

  Wie viele Schokoriegel waren es zu Beginn?
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    Tipp: Überlegen Sie zunächst, bei welcher Zahl das Aufteilen problemlos geklappt hätte. Dann hätte auch die Mutter zwei Riegel bekommen!
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    Lösung: Es waren 15 Riegel. Das älteste Kind bekommt eigentlich die Hälfte, also siebeneinhalb. Es wird aufgerundet zu acht, und sieben Riegel bleiben übrig. Diese werden wieder halbiert (dreieinhalb) und aufgerundet, das gibt vier. Und es bleiben drei übrig. Das jüngste Kind bekommt die Hälfte, also eineinhalb, aufgerundet zwei. Und ein Riegel bleibt übrig für die Mutter.


    Bei 16 Riegeln und drei Kindern hätte das Aufteilen problemlos geklappt. Die Zahl 16 kann man auch durch das Produkt 2 · 2 · 2 · 2 ausdrücken. Vom Ende der Aufteilung der Schokoriegel betrachtet, kann man darin die vierfache Verdopplung der Riegel von der Mutter bis zum ersten Kind entdecken. Entsprechend ist es bei 32 Riegeln (2 · 2 · 2 · 2 · 2) und fünf Personen. Auch mit 8 Riegeln und drei Personen würde es funktionieren.


    Die Zahlen 1, 2, 4, 8, 16, 32, … , also die „Zweierpotenzen“, die man in der Form 2 · 2 · 2 … oder kurz als 2n schreiben kann, eignen sich somit besonders gut für das ungerechte Verteilen, wie es der Vater praktiziert. Nimmt man statt dieser Zahlen jeweils eins weniger, so gibt es bei jedem Halbieren das Problem des halben Riegels und am Schluss bleibt statt zwei Riegeln nur ein einzelner Riegel übrig.

  


  


  Zusatzfrage: Wenn die Familie vier Kinder hätte und entsprechend verteilt würde, wie viele Riegel bräuchte der Vater dann?


  Pizza schneiden


  Sie haben eine kreisrunde Pizza und möchten diese in möglichst viele Teile zerschneiden. Es geht nicht darum, dass die Teile gleich groß werden oder gleich viel Inneres und gleich viel Rand enthalten. Es geht nur um die Anzahl, und zwar die maximale.


  Geschnitten wird mir einem geraden Schnitt von einem Rand bis zum anderen. Das heißt, Sie fahren mit einem Pizzaschneider in einer geraden Linie von einem Rand bis zum anderen.


  Mit einem Schnitt macht man zwei Teile. Mit zwei Schnitten kann man vier Teile erhalten.


  Wie viele Teile erhält man maximal mit drei Schnitten?


  Und wie geht es weiter: Wie viele Teile erhält man maximal mit vier Schnitten?
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    Tipp: Angenommen, Sie haben die Pizza durch zwei Schnitte in vier Teile zerteilt. Wie viele dieser Teile können Sie mit dem nächsten Schnitt in zwei Teile schneiden?
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    Lösung: Mit drei Schnitten erhält man maximal sieben Teile, mit vier Schnitten maximal elf Teile.
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    Mit dem ersten Schnitt kann man die gesamte Pizza in zwei Teile teilen, mit dem zweiten Schnitt kann man diese zwei Teile halbieren, mit dem dritten kann man maximal drei Teile zerschneiden, mit dem vierten vier und so weiter.


    Das bedeutet: Nach dem ersten Schnitt hat man 2 Teile, nach dem zweiten 2 + 2 Teile, nach dem dritten 2 + 2 + 3 und so weiter. Nach dem n-ten Schnitt erhält man 2 + 2 + 3 … + n Teile. Diese Zahl kann man auch in einer geschlossenen Formel schreiben: Nach n Schnitten hat man maximal (n2 + n + 2)/2 Teile erhalten.

  


  Donuts schneiden


  Stellen Sie sich einen Donut vor. Von oben betrachtet ist das einfach ein Ring, der durch zwei Kreise begrenzt wird. Diesen Donut sollen Sie nun zerschneiden, und zwar durch gerade Schnitte von oben nach unten. Also keine schrägen oder waagrechten Schnitte.


  Sie sollen möglichst viele Teile erhalten. Die Größe interessiert überhaupt nicht, sondern nur die Anzahl, und die soll möglichst groß sein. Wie viele Teile erhalten Sie maximal mit drei Schnitten?
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    Tipp: Mit einem Schnitt erhält man zwei Teile;das geht nicht anders. Und mit zwei Schnitten?
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    Lösung: Mit zwei Schnitten erhält man schon fünf Teile – und mit drei Schnitten sogar neun Teile.
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  Der gerechte Großvater


  Großvater hat viele Enkel. Eigentlich möchte er jedem 10 Euro schenken. Als er das Geld, das er in seinem Geldbeutel hat, nachzählt, merkt er, dass dann ein Enkel gar nichts bekommen würde. Da beschließt er, jedem Enkel nur 8 Euro zu schenken. Jetzt bleiben ihm noch 6 Euro übrig. Wie viele Enkel hat Großvater?
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    Lösung: Man kann sich das so vorstellen: Großvater gibt zunächst den Enkeln jeweils 10 Euro, wobei der jüngste vorerst nichts erhält. Dann zieht er von allen, die 10 Euro bekommen haben, wieder 2 Euro ein. Die 2 Euro der ersten vier Enkel bekommt der jüngste. Es bleiben noch 6 Euro übrig, die von drei weiteren stammen Enkeln. Insgesamt hat Opa also vier plus drei plus den jüngsten, also acht Enkel.


    


    Man kann natürlich auch eine Gleichung aufstellen und diese lösen. Wir nennen die Anzahl der Enkel x und den Betrag, den Großvater in seinem Geldbeutel hat, bezeichnen wir mit b.


    Die erste Aussage können wir so ausdrücken: b = 10 · (x – 1). Das bedeutet nämlich, dass Großvater sein ganzes Geld (b) verbraucht, wenn er allen bis auf einen Enkel (also x – 1 Enkeln) jeweils 10 Euro gibt.


    Die zweite Aussage lautet in Gleichungsform b = 8x + 6. Das heißt nämlich, dass er sein Geld auch ausgeben kann, indem er jedem Enkel, also x Enkeln, jeweils 8 Euro gibt, und dass er dann immer noch 6 Euro übrig hat.


    Jetzt kommt die mathematische Maschine: Da die beiden linken Seiten gleich sind, müssen auch die rechten Seiten gleich sein:


    10(x – 1) = 8x + 6.


    Ausklammern, nach rechts und links bringen, zusammenfassen und durch 2 teilen – ergibt im Handumdrehen die Lösung:


    10x – 10 = 8x + 6, also 10x – 8x = 6 + 10. Daraus folgt 2x = 16, also x = 8.

  


  Fünf-Klassen-Gesellschaft


  Die Bevölkerung eines Landes ist entsprechend ihrem Vermögen gleichmäßig in fünf Klassen eingeteilt. In der ersten Klasse ist der Bevölkerungsanteil mit dem größten Vermögen. Die zweite Klasse enthält etwas weniger wohlhabende Menschen. Das Vermögen nimmt von Klasse zu Klasse ab, und in der fünften Klasse befinden sich diejenigen Menschen mit dem geringsten Vermögen.


  Um die Verhältnisse im Land etwas gerechter zu gestalten, wird von der Regierung Folgendes angeordnet: Der Wohlstand soll zwischen den Klassen ausgeglichen werden, und zwar zunächst zwischen den letzten beiden Klassen: Das gesamte Vermögen der vierten und fünften Klasse wird in einen Topf gegeben und gleichmäßig auf alle Angehörigen der beiden Klassen verteilt. Als Nächstes wird mit der dritten und vierten Klasse nach derselben Methode verfahren, dann mit der zweiten und dritten Klasse und schließlich mit den ersten beiden Klassen.


  Nach dieser Ankündigung regt sich Widerstand bei den Angehörigen der ärmsten Klasse, da sie auf diese Weise nichts vom Vermögen der Reichen abbekommen, wenn bei den Ärmsten begonnen wird. Sie möchten, dass der Ausgleich zunächst zwischen den ersten beiden Klassen stattfindet und dann nach unten fortgesetzt wird. Ist diese Überlegung der Ärmsten richtig? Und welche Variante ziehen die Reichsten vor?
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    Tipp: Können die Reichen genau umgekehrt argumentieren?
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    Lösung: Stellen wir uns vor, dass der Reichtum in der Gesellschaft wie in der Tabelle angegeben verteilt ist. Das genaue Verhältnis, in dem das Vermögen der Klassen steht, spielt keine Rolle. Das Beispiel hat den Vorteil, dass bei den Überlegungen ausschließlich mit ganzen Zahlen gerechnet werden kann.
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    Zunächst die von der Regierung vorgeschlagene Variante „von unten nach oben“: Nach dem Ausgleich der Klassen vier und fünf haben alle Menschen in beiden Klassen jeweils zwei Münzen. Durch den Ausgleich von Klasse drei und vier erhalten diese Klassen je drei Münzen. So geht es weiter, bis sich die nachstehende Verteilung ergibt. Direkt daneben ist zu sehen, wie die Verteilung aussieht, wenn die Umverteilung in den oberen Klassen begonnen wird.
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    Das erstaunliche Ergebnis: Sowohl für die erste als auch für die fünfte Klasse ist die Umverteilung von „oben nach unten“ am besten. Die Ärmsten und die Reichsten profitieren beide von der Umverteilung nach diesem Prinzip. Klar: Wenn die zweite Klasse noch keinen Ausgleich mit der dritten Klasse erfahren hat, dann müssen die Reichsten beim Ausgleich mit der zweiten Klasse weniger abgeben! Und die unterste Klasse bekommt mehr, wenn die vorletzte Klasse bereits durch einen Ausgleich wohlhabender wurde!

  


  Mohnkuchen


  Vor Ihnen steht ein leckerer Mohnkuchen. Auf seiner Oberfläche sind genau 1000 kleine Mohnkügelchen platziert.


  


  Frage: Können Sie den Kuchen mit einem geraden Schnitt so durchschneiden, dass in jedem Teil genau 500 Mohnkügelchen liegen?
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    Tipp: Nehmen Sie Ihr großes Kuchenmesser und halten Sie es zunächst ganz an den linken Rand. Dann fahren Sie langsam über den Kuchen, bis Sie den rechten Rand erreichen. Überlegen Sie, wie viele Mohnkügelchen sich jeweils links und rechts des Messers befinden.
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    Lösung: Wenn Sie das Messer noch am linken Rand halten, befinden sich links vom Messer keine Mohnkügelchen, rechts davon alle. Wenn Sie am rechten Rand angekommen sind, ist es genau umgekehrt. Nun stellt man sich vor, dass man beim langsamen Darüberfahren jeweils ein Mohnkügelchen nach dem anderen überquert. Wenn man 500 überstrichen hat, macht man halt.


    Das Einzige, was man sich überlegen muss, ist, ob man tatsächlich das Messer so bewegen kann, dass immer ein Mohnkügelchen nach dem anderen kommt und nicht viele „auf einmal“.


    Wir stellen uns dazu vor dass wir das Messer parallel bewegen. Dann darf es nicht sein, dass auf einer der zur Ausgangsstellung des Messers parallelen Geraden zwei oder mehr Mohnkügelchen liegen.


    Nun gibt es zwar viele Geraden, auf denen zwei oder mehr Mohnkügelchen liegen, aber nur endlich viele. Andererseits kann man das Messer in unendlich viele Richtungen halten. Daher wählt man als Ausgangsstellung für das Messer eine Richtung, die nicht parallel zu einer Geraden ist, auf der zwei oder mehr Mohnkügelchen liegen.


    Wenn man nun das Messer parallel führt, überstreicht man immer ein Mohnkügelchen nach dem anderen.

  


  


  Zusatzfrage: Manche Pfannkuchen sind wunderbar kreisrund, es gibt aber auch solche, die einfach zerlaufen sind und eine mathematisch undefinierte Form haben. Ein solcher Pfannkuchen soll durch einen geraden Schnitt halbiert werden. Wie macht man das?


  
    4.

    Logik
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  Ein merkwürdiges Buch


  Es gibt ein sehr merkwürdiges Buch, ohne Titel und ohne Angabe eines Autors.


  Auf der ersten Seite finden wir einen einzigen Satz, der lautet: „In diesem Buch steht genau ein wahrer Satz.“ Auf der zweiten Seite steht: „In diesem Buch stehen genau zwei wahre Sätze.“ Auf der dritten Seite kann man lesen: „In diesem Buch stehen genau drei wahre Sätze.“ Und auf der hundertsten Seite steht: „In diesem Buch stehen genau 100 wahre Sätze.“ So geht es noch lange weiter, denn es ist ein sehr dickes Buch.


  Wie viele wahre Sätze stehen denn tatsächlich in diesem Buch?
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    Tipp: Welche der Sätze können gleichzeitig wahr sein?
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    Lösung: Je zwei dieser Sätze widersprechen sich. Also kann höchstens einer der Sätze richtig sein, und zwar der Satz, der behauptet, dass genau ein Satz wahr ist. Das ist der erste Satz!

  


  Ich denke mir eine Zahl


  Ich denke mir eine Zahl zwischen 1 und 1000. Sie wollen herausbekommen, welche Zahl ich mir gedacht habe. Dazu dürfen Sie mir Fragen stellen, aber nur solche, auf die ich mit Ja oder Nein antworten kann.


  Wie viele Ja-Nein-Fragen müssen Sie stellen, um meine Zahl herauszubekommen?
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    Ein kleiner Tipp: Wenn Sie fragen: Ist es 1000? Und ich sage „Nein“, dann haben Sie zwar ein bisschen Information gewonnen, wissen aber letztlich nicht viel mehr als vorher. Daher müssen Ihre Fragen schon cleverer sein!
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    Lösung: Zehn Fragen reichen! Und zwar müssen Sie versuchen, mit jeder Frage die Anzahl der verbleibenden Möglichkeiten zu halbieren – und zwar unabhängig davon, ob die Antwort „Ja“ oder „Nein“ ist.


    Die erste Frage ist also: Ist die gedachte Zahl größer als 500? Wenn die Antwort „Nein“ ist, wissen Sie, dass meine Zahl zwischen 1 und 500 liegt, und die nächste Frage könnte lauten: Ist die Zahl größer als 250? Und so geht es weiter. Überlegen Sie selbst, wie oft Sie die Zahl der Möglichkeiten halbieren müssen, bis nur noch eine übrig bleibt!

  


  Gerade und ungerade


  Für diesen Trick benötigen Sie einen Mitspieler. Lassen Sie ihn zwei Zahlen auf je einen Zettel schreiben. Die eine Zahl muss gerade sein, die andere ungerade. Anschließend werden die Zettel verdeckt auf den Tisch gelegt, sodass Sie die Zahlen nicht sehen können, aber Ihr Mitspieler weiß, welche Zahl an welcher Stelle liegt.


  Deuten Sie auf einen der beiden Zettel und bitten Sie Ihren Mitspieler, die darauf stehende Zahl mit 2 zu multiplizieren. Zu der Zahl auf dem anderen Zettel soll Ihr Mitspieler 4 addieren und das Ergebnis mit der mit 2 multiplizierten ersten Zahl zusammenzählen. Wenn Sie das Endergebnis gesagt bekommen, wissen Sie sofort, auf welchem Zettel die gerade und auf welchem die ungerade Zahl geschrieben steht.
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    Tipp: Bei manchen Rechnungen werden aus geraden Zahlen ungerade Zahlen beziehungsweise umgekehrt. Bei anderen Rechnungen bleibt diese Eigenschaft gleich.
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    Lösung: Die erste Rechnung, das Multiplizieren der einen Zahl, auf die Sie gedeutet haben, mit 2, ergibt immer eine gerade Zahl. Ob das Endergebnis gerade oder ungerade ist, hängt also nur von der zweiten Zahl ab. Das Addieren der Zahl 4 ändert die Eigenschaft gerade beziehungsweise ungerade nicht, diese Rechnung dient nur zur Ablenkung. Auch das Addieren der beiden Zwischenergebnisse bringt keine Veränderung dieser Eigenschaft. Somit ist das Endergebnis gerade, wenn die erste Zahl ungerade und die zweite gerade war. Umgekehrt ist das Endergebnis ungerade, wenn die erste Zahl gerade ist und die zweite ungerade.

  


  


  
    Wenn man eine gerade Zahl zu einer anderen Zahl addiert, bleibt deren Eigenschaft „gerade“ beziehungsweise „ungerade“ erhalten. Beim Addieren einer ungeraden Zahl ändert sich diese Eigenschaft.


    Bei der Multiplikation ist es anders: Das Multiplizieren mit einer geraden Zahl ergibt immer eine gerade Zahl. Beim Multiplizieren mit einer ungeraden Zahl hängt es von der ursprünglichen Zahl ab, ob das Ergebnis gerade oder ungerade ist.

  


  Würfelwette


  Ein Spiel für zwei Personen: Sie würfeln mit zwei Würfeln und zählen die Augen zusammen. Immer, wenn dabei eine ungerade Augenzahl herauskommt, erhalten Sie einen Punkt, bei einer geraden Augenzahl bekommt Ihr Gegner einen Punkt. Ist das Spiel fair?
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    Tipp: Kombinieren Sie richtig!
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    Lösung: Mit zwei Würfeln können die Summen 2, 3, 4, 5 … bis 12 gewürfelt werden: 1 und 1, 1 und 2, 1 und 3 … 6 und 6. Von diesen elf verschiedenen Ergebnissen sind nur fünf ungerade, aber sechs gerade. Somit spricht alles dafür, dass der Spieler mit den ungeraden Zahlen im Nachteil ist.


    Doch dabei wurde nicht bedacht, dass es für die meisten Zahlen mehr als eine Kombination gibt: Wenn der erste Würfel eine 1 und der zweite eine 2 zeigt, so erhält man die Augensumme 3. Genauso ist es jedoch, wenn der erste eine 2 und der zweite eine 1 zeigt. Für die Augensumme 4 gibt es sogar drei Möglichkeiten. Alle Kombinationen sind in der nachstehenden Übersicht zu sehen. Zählt man die geraden und die ungeraden Kombinationen, so sind es jeweils 18. Somit ist das Spiel fair, und allein der Zufall entscheidet, wer gewinnt!
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  Werden Sie Milliardär!


  Bei der Milliardärsshow stehen Sie als Kandidat vor der letzten Frage. Das ist die Chance Ihres Lebens, eine Milliarde zu gewinnen. Sie müssen nur noch ein Problem lösen.


  Vor Ihnen stehen zwei Menschen. Beide behaupten, sie würden Sie zum Gewinn führen. Sie wissen allerdings nur, dass der eine der wahre, ehrliche Experte ist, der stets die Wahrheit sagt, und der andere das Gegenteil: Er lügt bei jeder Antwort.


  Sie haben nur eine Chance: Sie dürfen nur an einen der beiden eine einzige Frage stellen und müssen dadurch herausbekommen, wer der wahre Experte ist.
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    Tipp: Wenn Sie einem der beiden Menschen eine Frage stellen, die sich nur auf diesen Experten bezieht, bekommen Sie keine Information. Wenn Sie zum Beispiel fragen: „Sagen Sie die Wahrheit?“, wird sowohl der wahre Experte mit Ja antworten als auch der falsche; denn dieser müsste mit Nein antworten, da er aber lügt, antwortet er ebenfalls mit Ja.


    Also müssen Sie in Ihre Frage an den von Ihnen ausgesuchten Menschen den anderen irgendwie mit einbeziehen …
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    Die Lösung: ist tricky. Sie suchen irgendeinen der beiden aus und fragen ihn: „Was würde Ihr Kollege sagen, wenn ich ihn fragen würde, ob er der wahre Experte ist?“


    Wenn Sie den wahren fragen, dann würde dieser die Antwort seines Kollegen wahrheitsgemäß wiedergeben. Dieser ist nicht der Experte, und er lügt, also sagt der Kollege „Ja“, und das wäre auch die Antwort.


    Umgekehrt: Wenn Sie den Lügner fragen, dann würde der die Antwort seines Kollegen umdrehen. Der Kollege sagt wahrheitsgemäß „Ja“, also hören Sie als Antwort „Nein“.


    Das bedeutet: Wenn Sie die Antwort „Ja“ hören, stehen sie vor dem wahren Experten, wenn Sie „Nein“ hören, vor dem Lügner.
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  Rote und blaue Mützen


  In einer dunklen Höhle leben viele Zwerge. Jeder Zwerg hat eine rote oder eine blaue Mütze auf seinem Kopf. Jeder sieht die Mützen aller anderen, aber nicht seine eigene. Er weiß also nicht, welche Farbe seine Mütze hat.


  Nun sollen die Zwerge nacheinander aus der Höhle treten und sich so aufstellen, dass auf der einen Seite die Rotmützen, auf der anderen die Blaumützen stehen. Allerdings: Gesprochen werden darf kein Wort, auch nicht zugeblinzelt oder Ähnliches. Null Kommunikation! Wie können die Zwerge das machen?
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    Tipp: Was würden Sie als Zwerg machen, wenn Sie vor die Höhle treten und auf der einen Seite ein paar Blaumützen und auf der anderen ein paar Rotmützen sehen? Wo würden Sie sich hinstellen, damit Sie garantiert nicht falsch stehen?
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    Lösung: Der erste Zwerg geht einfach raus. Der zweite tut das ebenfalls und stellt sich neben den ersten. Wenn dann ein Zwerg rausgeht und links ein paar rote, rechts ein paar blaue sieht, dann stellt er sich einfach dazwischen. So macht er bestimmt keinen Fehler!


    (Er weiß dann allerdings immer noch nicht, ob er eine rote oder eine blaue Mütze hat. Das bekommt er erst dann heraus, wenn sich weitere Zwerge aufgestellt haben.)

  


  Lügenbande


  Auf einer Feier unter guten Freunden gibt es einen peinlichen Moment. Ein Gast steht auf und ruft laut aus: „Alle Mitglieder unserer Runde lügen immer!“ Die Freunde sind empört über diese Unterstellung. Nur einer lacht laut! Was hat er gedacht?
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    Tipp: Was sagt der Gast über sich selbst?
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    Lösung: Eine dreiste Behauptung, alle Freunde als ständige Lügner zu bezeichnen. Doch einer der Freunde durchschaut die Aussage sofort und kann daher erleichtert lachen. Der Gast äußert eine umfassende Behauptung: Nicht nur die anderen Gäste lügen, auch sich selbst nimmt er nicht aus!


    Außerdem sagt er, dass alle Gäste immer lügen – also bei allem, was sie sagen. Dann muss aber auch seine Aussage „Alle Mitglieder unserer Runde lügen immer!“ gelogen sein. Der lachende Gast hat das sofort erkannt und den Ausspruch unbeeindruckt aufgenommen.
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  Goldmünzen


  Stellen Sie sich vor, Sie hätten zehn Beutel voller Goldmünzen. Jede einzelne Münze wiegt 100 Gramm. Aber in einem der Beutel sind falsche Münzen. Diese sehen genauso aus wie die echten, wiegen aber jeweils genau ein Gramm weniger, also nur 99 Gramm.


  Sie haben eine supergenaue Digitalwaage zur Verfügung, müssen aber mit einer einzigen Wägung herausfinden, in welchem Beutel die falschen Münzen sind.
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    Tipp: Wenn Sie zwanzig echte Münzen auf die Waage legen, wiegt das Ganze 2000 Gramm. Wenn zwanzig Münzen aber nur 1995 Gramm wiegen, dann wissen Sie, wie viele falsche darunter sind.
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    Die Lösung beruht auf einer cleveren Idee. Sie stellen die Beutel in eine Reihe und nehmen aus dem ersten Beutel eine Münze, aus dem zweiten zwei Münzen, aus dem dritten drei und so weiter bis zum zehnten Beutel, aus dem Sie zehn Münzen nehmen. Das sind insgesamt 55. Diese legen Sie auf die Waage und stellen das Gesamtgewicht fest.


    Wenn alle Münzen echt wären, würden sie insgesamt 55 mal 100 Gramm, also 5500 Gramm wiegen. Aber nicht alle Münzen sind echt, deshalb erhalten Sie ein geringeres Gewicht. Wenn die Münzen aus dem ersten Beutel falsch sind, dann ist genau eine Münze leichter, und dann fehlt genau 1 Gramm. Wenn die aus dem zweiten Beutel falsch sind, sind zwei Münzen leichter, und bei der Wägung fehlen 2 Gramm an den 5500 Gramm. Umgekehrt: Wenn Sie 7 Gramm weniger erhalten, wissen Sie, dass die Münzen im siebten Beutel falsch sind.

  


  Keltische Krieger


  Die Kelten lebten in Runddörfern. Für diese Aufgabe stellen wir uns vor, dass in jedem Haus genau ein Mann lebte.


  Einige der Männer wurden vom Gott der Kelten zu Kriegern ausgewählt. Das geschah dadurch, dass der Gott den Ausgewählten im Geheimen ein Zeichen auf die Stirn machte. Mindestens einen Krieger gab es, das wussten alle; aber wer die Krieger sind oder auch nur wie viele es sind, das wussten sie nicht.


  Denn es gab keinen Spiegel, und das Wetter war so trüb, dass man auch Flüsse und Bäche nicht als Spiegel benutzten konnte. Kurz: Keiner wusste, ob er ein Zeichen auf der Stirn hatte oder nicht. Er konnte allerdings alle anderen sehen.


  Der Keltengott stellte den Kelten nun die Aufgabe, dass sie, ohne ein einziges Wort zu sprechen, herausbekommen sollten, wer durch das Zeichen ausgewählt war und wer nicht. Dazu traten sie jeden Morgen stumm vor ihre Hütten, schauten sich gegenseitig an und gingen wieder zurück.


  Am ersten Tag danach passierte gar nichts, auch am zweiten nicht – aber nach zehn Tagen ging plötzlich ein Strahlen über einige Gesichter, und sie wussten genau, dass sie die Krieger waren.


  


  Frage: Wie viele Krieger wurden ausgewählt?
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    Tipp: Nehmen Sie mal an, dass es nur einen Krieger gibt. Was sieht dieser am ersten Tag? Welchen Schluss kann er daraus ziehen?
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    Lösung: Das ist eine echt schwierige Aufgabe. Stellen wir uns zunächst vor, es sei nur ein Krieger ausgewählt worden. Dann würde dieser am ersten Morgen bei keinem anderen ein Zeichen sehen. Da er aber weiß, dass mindestens einer ausgewählt wurde, würde er strahlen und wissen: Er ist der Auserwählte!


    Nun nehmen wir an, dass es zwei ausgewählte Krieger gibt. Beide sehen bei jeweils einem anderen Kelten das Kriegerzeichen. Als der erste Krieger wieder in seiner Hütte ist, beginnt er nachzudenken: Ich habe genau einen Krieger gesehen. Wenn dieser bei keinem anderen ein Zeichen gesehen hätte, hätte er gewusst, dass er der Einzige ist. Da er nichts gesagt hat, kann das nicht sein. Also muss er ein Zeichen gesehen haben, und die einzige Möglichkeit ist, dass ich ein Zeichen habe! Also kommen beide am nächsten Tag strahlend vor die Hütten und wissen: Sie sind es!


    So geht es weiter. Versuchen Sie selbst, sich die Situation mit drei Kriegern klarzumachen.


    Die Tatsache, dass nach zehn Tagen ein Strahlen über die Gesichter geht, bedeutet, dass es genau zehn ausgezeichnete Krieger gibt.

  


  Schlittenfahren


  Früher, als die Winter noch Winter waren, ging ich mit unseren Kindern, Christoph und Maria, und mit Marias Freundin Yvonne Schlitten fahren. Wir hatten unsere Nachmittagsaktion fast beendet und mussten nur noch einen letzten steilen Abhang hinunterfahren. Nun war das so: Auf den Schlitten passte außer mir bestenfalls gerade noch ein Kind! Aber Christoph vertrug sich mit keinem der Mädchen. Man konnte ihn nicht mit einer alleine lassen. Sowohl gemeinsam warten als auch gemeinsam mit einem der Mädchen auf dem Schlitten wäre eine Katastrophe gewesen.


  


  Frage: Wie bringe ich die Kinder auf dem Schlitten nach unten, ohne dass es Mord und Totschlag gibt?
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    Tipp: Auch wenn man schon am Ziel angekommen ist, muss man manchmal wieder zurück.
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    Lösung: Zunächst fahre ich mit Christoph hinunter. Dieser wartet unten, während ich den Schlitten wieder hinaufziehe. Dann fahre ich mit Maria nach unten – und steige mit Christoph hoch. (Er beschwert sich, aber Strafe muss sein). Dann geht es hinunter nur mit Yvonne, während Christoph alleine oben wartet. Schließlich gehe ich alleine hinauf und fahre mit Christoph wieder hinunter.

  


  Die Maus auf dem Schachbrett


  Ein kleines, hungriges Mäuschen erlebt ein Wunder. Es sieht vor sich ein Paradies aus lauter Schinkenspeck- und Käsestückchen. Aber einfach so fressen geht nicht. Denn diese Leckerbissen sind wie auf einem Schachbrett angeordnet. Auf den schwarzen Feldern liegt jeweils ein Stück Schinkenspeck und auf den weißen Feldern ein Stück Käse. Das Mäuschen fängt in der linken unteren Ecke an zu fressen. Wenn es ein Feld leergefuttert hat, wechselt es auf ein Nachbarfeld (rechts, links, oben oder unten, aber nicht schräg) – es wechselt aber nur auf Felder, auf denen noch etwas zu essen ist. Leergefressene Felder betritt es grundsätzlich nicht mehr.


  Kann es sich auf diese Weise so durchfressen, dass am Ende alle Felder leer sind und die Fressorgie in der rechten oberen Ecke endet?
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    Tipp: Was liegt auf dem ersten Feld? Und was auf dem letzten?
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    Lösung: Nein, das geht nicht. Denn um die 64 Felder leerzufressen, muss das Mäuschen 63-mal von Käse auf Schinkenspeck wechseln oder umgekehrt. Angenommen, es beginnt links unten mit Käse, dann kommt es nach einmaligem Wechsel zu Schinkenspeck, nach zweimaligem wieder zu Käse und so weiter. Kurz gesagt: Nach einer geraden Anzahl von Wechseln auf Käse, nach einer ungeraden auf Schinkenspeck. Nach 63 Wechseln wäre es also auf einem Schinkenspeckfeld. Aber auf dem Feld rechts oben liegt das gleiche wie links unten, also Käse – denn entweder sind gegenüberliegende Eckfelder des Schachbretts beide weiß oder beide schwarz.

  


  
    5.

    Zeit und Geschwindigkeit
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  Sanduhren


  Sie haben zwei Sanduhren. Eine braucht genau acht Minuten, die andere genau fünf Minuten, bis der Sand durchgelaufen ist. Nun möchten Sie aber genau vier Minuten abmessen, denn ein Vier-Minuten Ei, das ist genau das, was Sie wollen. Wie können Sie mit einer Acht-Minuten-Sanduhr und einer Fünf-Minuten-Sanduhr genau vier Minuten abmessen?
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    Tipp: Wenn Sie die Fünf-Minuten-Sanduhr je weils, gleich nachdem sie abgelaufen ist, wieder umdrehen, welche Zeiten können Sie dann messen? Und mit der Acht-Minuten-Sanduhr?
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    Lösung: Wenn man die Fünf-Minuten-Sanduhr sofort wieder umdreht, sobald sie abgelaufen ist, kann man mit ihr fünf Minuten, zehn Minuten, 15 Minuten, 20 Minuten und so weiter stoppen.


    Entsprechend kann man mit der Acht-Minuten-Sanduhr die Zeiten acht Minuten, 16 Minuten und so weiter bestimmen.


    Sie beginnen nun mit beiden Sanduhren gleichzeitig und drehen jeweils eine Sanduhr sofort wieder um, wenn sie abgelaufen ist. Wenn die Acht-Minuten-Sanduhr zweimal abgelaufen ist (also nach 16 Minuten), setzen Sie Ihr Ei auf und lassen es kochen, bis die Fünf-Minuten-Sanduhr vier Mal abgelaufen ist (also bis 20 Minuten vorbei sind). Ihr Ei kocht dann genau vier Minuten!
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  Durchschnittsgeschwindigkeit


  Von Berlin bis München sind es, grob geschätzt, 600 Kilometer. Wegen dichten Verkehrs konnten Sie auf der Hinfahrt nur eine Durchschnittsgeschwindigkeit von 80 km/h erreichen. Auf der Rückfahrt ist die Autobahn frei, und Sie können richtig Gas geben. Sie würden gerne für die Gesamtstrecke, also hin und zurück, eine Durchschnittsgeschwindigkeit von 120 km/h erreichen. Wie schnell müssen Sie auf dem Rückweg fahren, damit das klappt?
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    Tipp: Überlegen Sie sich, dass 160 km/h nicht reichen!
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    Lösung: Wenn Sie die Gesamtstrecke von 2 · 600 km, also 1200 km, mit durchschnittlich 120 km/h fahren möchten, brauchen Sie dazu insgesamt 10 Stunden.


    Wie lange haben Sie für die Hinfahrt gebraucht? 600 km mit 80 km/h ergibt als Zeit 600/80 Stunden, also 7,5 Stunden.


    Daher bleiben Ihnen für die Rückfahrt nur noch 2,5 Stunden. In diesen zweieinhalb Stunden müssen Sie 600 km fahren. Das geht nur, wenn Sie mit 240 Sachen fahren würden – was vermutlich kaum zu schaffen ist.


    


    Zusatzaufgabe: Wie schnell müssten Sie auf der Rückfahrt fahren, wenn Sie insgesamt eine Durchschnittsgeschwindigkeit von 160 km/h erreichen wollten?

  


  Atlantiküberquerung


  Ein Schiff fährt schnurgerade über den Atlantik. Für die 6000 Kilometer lange Strecke von Hamburg nach New York braucht das Schiff 120 Stunden. Die Durchschnittsgeschwindigkeit beträgt somit 50 km/h. Aufgrund ungünstiger Wetterverhältnisse kann das Schiff jedoch nicht konstant 50 km/h fahren, sondern ist zeitweise schneller und zeitweise langsamer unterwegs.


  Gibt es während der 120 Stunden langen Überfahrt eine Stunde, die genau dem Durchschnittswert entspricht (also einen Zeitraum von genau einer Stunde, in der das Schiff genau 50 Kilometer zurückgelegt hat)?
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    Tipp: Wenn das Schiff für einen Abschnitt von 50 Kilometern mehr als eine Stunde braucht, muss das in einem anderen 50 Kilometer langen Abschnitt ausgeglichen worden sein!
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    Lösung: Die Antwort ist: Ja, es gibt einen solchen 50 Kilometer langen Abschnitt!


    Man kann die Transatlantikroute in 120 Abschnitte von jeweils 50 Kilometern einteilen. Dabei ist es gut möglich, dass das Schiff in keinem der Abschnitte genau eine Stunde gebraucht hat. Es gibt dann aber sowohl Abschnitte, in denen das Schiff mehr als einen Stunde gebraucht hat, als auch Abschnitte mit einer Dauer von weniger als einer Stunde. Daher muss es vorkommen, dass zwei Abschnitte mit zum einen höherer und zum anderen niedrigerer Zeit direkt nebeneinander liegen.


    Betrachten wir zwei solche Abschnitte: An den Abschnitt, in dem mehr als eine Stunde gebraucht wurde, legt man einen 50 Kilometer langen Maßstab an. Diesen schiebt man langsam in den benachbarten Abschnitt hinein. Nach dem Verschieben liegt der Maßstab in dem Bereich, für den das Schiff weniger als eine Stunde gebraucht hat. Während des Verschiebens markiert der Maßstab jeweils einen 50 Kilometer langen Bereich. Die Zeit, die das Schiff für diesen markierten Bereich benötigt hat, wird während des Verschiebens immer geringer. Irgendwann wird eine Stelle erreicht, an der der Maßstab eine Strecke markiert, die das Schiff in genau einer Stunde zurückgelegt hat! Das ist genau die gesuchte Situation! Schiebt man trotzdem weiter, so markiert der Stab einen Bereich, für den das Schiff weniger als eine Stunde gebraucht hat.

  


  Zündschnüre


  Bei dieser trickreichen Aufgabe geht es um Zündschnüre. Sie haben Zündschnüre, die Sie anzünden können und wollen. Sie wissen nur: Jede Zündschnur brennt genau eine Minute, keine Sekunde mehr und keine weniger. Allerdings sind die Zündschnüre von sehr inhomogener Qualität. Sie sind zum Teil dick, zum Teil dünn, kurz: Man kann an der abgebrannten Strecke nicht sehen, wie viel Zeit vergangen ist. Wenn die Schnur zur Hälfte abgebrannt ist, heißt das nicht, dass sie genau 30 Sekunden gebrannt hat.


  Die Frage ist: Wie kann man mit solchen Zündschnüren genau eine Dreiviertelminute, also genau 45 Sekunden, stoppen?
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    Tipp: Vielleicht lösen Sie zunächst die etwas einfachere Aufgabe, eine halbe Minute zu stoppen. Übrigens: Das schaffen Sie mit einer einzigen Zündschnur!
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    Lösung: Man braucht nur zwei Zündschnüre, um 45 Sekunden zu stoppen!


    Eine halbe Minute kann man so stoppen, dass man eine Zündschur gleichzeitig an beiden Enden anzündet. Wenn die Schnur abgebrannt ist, ist genau die Hälfte der Zeit, also genau eine halbe Minute, vergangen.


    Um 45 Sekunden zu bekommen, zündet man zwei Zündschnüre gleichzeitig an, und zwar die erste an beiden Enden, die zweite nur an einem Ende.


    In dem Augenblick, in dem die erste Schur abgebrannt ist, also nach 30 Sekunden, zündet man die zweite auch am anderen Ende an. Auch die zweite Zündschnur braucht für den Rest 30 Sekunden. Wenn sie von beiden Seiten aus abbrennt, brennt sie nur noch 15 zusätzliche Sekunden. Insgesamt sind dies 30 plus 15, also 45 Sekunden.

  


  


  Zusatzaufgabe: Welche Zeit kann man mit drei Zündschnüren abmessen?


  In der S-Bahn


  Zwei Schulfreundinnen fahren mit der S-Bahn vom Hauptbahnhof nach Hause. „Alle fünf Minuten begegnet uns ein S-Bahnzug“, bemerkt die eine Freundin. Wie viele S-Bahnzüge kommen im Laufe einer Stunde im Hauptbahnhof an, wenn die Geschwindigkeit der Züge in beiden Richtungen gleich groß ist?
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    Tipp: Die Antwort der anderen Freundin lautete: Zwölf, da 60 Minuten in zwölf Abschnitte von fünf Minuten eingeteilt werden können. Doch dabei hat sie etwas Entscheidendes vergessen!
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    Lösung: Die Idee der Freundin, die Stunde in Fünf-Minuten-Abschnitte zu unterteilen, wäre richtig, wenn man den Gegenverkehr aus einem stehenden Zug beobachten würde. Doch die Freundinnen sitzen in einem fahrenden Zug.


    Von dort aus betrachtet ist es anders: Der Zug, in dem sich die Freundinnen befinden, benötigt fünf Minuten von der Begegnungsstelle mit dem ersten Zug zur Begegnungsstelle mit dem zweiten Zug. Jener zweite, begegnende Zug benötigt wiederum fünf Minuten zu der Stelle, an welcher die erste Begegnung stattfand. Er kommt dort also insgesamt zehn Minuten nach dem Zusammentreffen mit dem ersten Zug an.


    Die Taktung der Züge beträgt daher zehn Minuten, und im Hauptbahnhof kommen pro Stunde sechs Züge an.

  


  Kalenderschnellrechnen


  Für diesen Trick benötigen Sie einen Kalender mit einem Blatt für jeden Monat, auf dem jeweils die Tage nach Wochen geordnet dargestellt werden. Bitten Sie jemanden, darauf neun Zahlen auszuwählen, die in einem Feld der Größe 3 · angeordnet sind. Lassen Sie sich die kleinste Zahl in diesem Feld nennen und bitten Sie den Mitspieler, die neun Zahlen zu addieren.


  In der Zwischenzeit rechnen Sie Folgendes: Zur genannten Zahl zählen Sie acht hinzu und multiplizieren das Ergebnis mit neun. Die Zahl, die Sie erhalten, ist die Summe der neun Zahlen. Sicher sind Sie mit dieser Rechnung schneller als Ihr Mitspieler beim Addieren! Wie funktioniert der Trick?
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    Tipp: Welchen „Abstand“ zur kleinsten Zahl haben die einzelnen anderen Zahlen?
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    Lösung: Ihr Mitspieler hat eine Zahl genannt. Hinzu kommen die beiden nachfolgenden Zahlen, also die Zahl plus 1 und die Zahl plus 2. Zusammen ergibt es das Dreifache der Zahl plus 3.


    In der nächsten Zeile des ausgewählten Feldes steht zunächst eine Zahl, die um 7 größer ist als die genannte Zahl, da es derselbe Wochentag genau eine Woche später ist. Die drei Zahlen dieser Zeile sind somit die genannte Zahl plus 7, die genannte Zahl plus 8 und die genannte Zahl plus 9. Zusammen ergibt es das Dreifache der genannten Zahl plus 24.


    Schließlich die dritte Zeile. Hier wird die genannte Zahl um 14, 15 und 16 vergrößert, so dass man insgesamt das Dreifache der genannten Zahl plus 45 erhält.


    Als Letztes müssen alle drei Zeilen addiert werden. Das ergibt das Neunfache der genannten Zahl plus 72. Nennt man die genannte Zahl x, so kann man das als 9x + 72 schreiben. Das wiederum ist das Gleiche, wie wenn man zunächst die gedachte Zahl um 8 vergrößert und dann erst mit 9 multipliziert, also (x + 8) · 9 – und zwar ganz unabhängig davon, welches Feld mit neun Zahlen ausgewählt wird.

  


  Im Uhrzeigersinn


  Die beiden Zeiger einer Uhr stehen in diesem Moment genau übereinander. Wie lange dauert es, bis das zum nächsten Mal der Fall ist?
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    Tipp: Um wie viel ist der große Zeiger „schneller“ als der kleine?

  


  
    Lösung: Der kleine Zeiger braucht genau zwölf Stunden für eine Runde, der große nur eine Stunde. Der große Zeiger ist also zwölfmal so schnell. Dreht sich der kleine Zeiger um einen Winkel den wir α nennen, so hat sich der große bereits um den zwölffachen Winkel 12α gedreht.


    Der „Abstand“ zwischen den beiden Zeigern, also der Winkel dazwischen, ist somit 12α – α = 11α, wenn sich der kleine Zeiger um den Winkel α gedreht hat.
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    Wenn die beiden Zeiger wieder übereinanderstehen, dann lässt sich das so beschreiben, dass der Winkel zwischen den Zeigern 360° beträgt: Der große Zeiger hat den kleinen genau einmal überrundet, und beide haben die gleiche Position. Bei einem Unterschied von 360° gilt also 11α = 360°. Damit kann man den Winkel α ausrechnen: α = 360° : 11 = 32,72°. Das heißt, dass sich der kleine Zeiger um 32,72° weiterbewegt hat, wenn beide wieder übereinanderstehen.


    In einer Stunde dreht sich der kleine Zeiger um ein Zwölftel des Kreises, also um 30°, weiter. Daraus kann man berechnen, dass nach 32,72° ungefähr 65 Minuten und 27,3 Sekunden vergangen sind.

  


  Über die Brücke


  Kommt Familie Mathefix noch nach Hause?


  Die Familie Mathefix macht einen Ausflug: Vater; Mutter, Sohn und Tochter. Sie haben sich in der Zeit verschätzt, es wird dunkel, und sie müssen einen Fluss überqueren, über den nur ein schmaler Steg führt. Der Steg ist so eng und so baufällig, dass immer nur zwei Personen darübergehen können. Auch wenn sie noch so eng zusammenrücken: Mehr als zwei geht nicht.


  Sie wissen auch genau, wie lange jeder Einzelne für den Steg braucht: Die Tochter ist schon größer und schafft das in einer Minute, während ihr kleiner Bruder zwei Minuten braucht. Die Eltern sind ängstlich und brauchen entsprechend länger, die Mutter vier Minuten, der Vater sogar fünf.


  Es ist dunkel, und daher ist es gefährlich, über den Steg zu gehen. Zum Glück haben sie eine Taschenlampe im Gepäck. Sie können also mit der Taschenlampe über den Steg, sie muss aber jeweils wieder zurückgebracht werden!


  Natürlich möchten sie den Fluss so schnell wie möglich überqueren. Wie viel Zeit brauchen sie mindestens, und wie müssen sie sich organisieren?
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    Lösung: Die Rekordzeit ist zwölf Minuten. Der Trick besteht darin, dass nie eine langsame und eine schnelle Person gleichzeitig gehen. Genauer funktioniert es so:


    Zunächst gehen die beiden Kinder über den Steg (zwei Minuten).


    Dann geht der Sohn zurück, was noch einmal zwei Minuten braucht.


    Dann gehen die beiden Eltern über den Steg; durch den langsamen Vater brauchen sie dazu fünf Minuten, so dass wir jetzt bei einer Gesamtzeit von neun Minuten sind.


    Anschließend bringt die Tochter die Taschenlampe wieder zurück und geht mit ihrem Bruder rüber, so dass dann die Familie wieder vereint ist.


    Insgesamt dauert das 2 + 2 + 5 + 1 + 2 = 12 Minuten.

  


  


  Zusatzaufgabe: Wie lange braucht eine Familie, die drei Kinder hat, die eine, zwei beziehungsweise drei Minuten brauchen, während die Mutter sechs und der Vater sieben Minuten braucht?


  
    6.

    Quadrate und Würfel
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  Neun Punkte


  Vorgegeben sind neun Punkte. Diese sind völlig regelmäßig angeordnet, jeweils drei nebeneinander und drei übereinander: ein Quadrat mit 3·3 Punkten.
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  Alle Punkte sollen miteinander verbunden werden. Doch dabei gibt es mehrere Bedingungen: Sie dürfen nur gerade Linien zeichnen, aber nicht mehr als vier! Außerdem soll die Verbindung in einem Zug gezeichnet werden können.
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    Tipp: Denken Sie großräumig!
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    Lösung: Aufgrund der kompakten Anordnung kommt man meist nicht auf die Idee, über die äußeren Punkte hinauszuzeichnen. Doch darin liegt die Lösung!
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  Durch drei Punkte


  Betrachten wir ein regelmäßiges Muster aus neun Punkten in der Anordnung 3 · 3:
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  Durch die Punkte können Geraden so gelegt werden, dass jeweils drei Punkte getroffen werden: drei waagrechte Geraden, drei senkrechte Geraden und zwei Diagonalen. Insgesamt somit acht Geraden.


  Nun sollen zwei der neun Punkte so verschoben werden, dass es insgesamt zehn mögliche Geraden gibt, die durch drei Punkte verlaufen.
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    Tipp: Verschieben Sie die Punkte so, dass die Anordnung der Punkte möglichst symmetrisch bleibt.
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    Lösung: Schiebt man den Punkt links von der Mitte so ein Stück nach rechts, dass der Abstand zwischen seiner ursprünglichen Position und dem Punkt in der Mitte halbiert wird, dann fällt zunächst eine der ursprünglich möglichen Geraden weg: Die am linken Rand senkrecht verlaufende Gerade ist dann nicht mehr möglich. Stattdessen ergeben sich zwei neue Geraden durch drei Punkte: Der neu gesetzte Punkt wird von einer Geraden durch den linken oberen und den mittleren unteren Punkt getroffen und von einer entsprechenden Gerade durch den mittleren oberen und linken unteren Punkt. Insgesamt hat sich die Anzahl der möglichen Geraden um eins erhöht.


    Entsprechend kann man mit dem rechten mittleren Punkt verfahren und diesen etwas nach links schieben. Auf diese Weise erhält man die geforderten zehn Geraden.


    Natürlich ist auch die um 90° gedrehte Variante möglich, die Punkte oben und unten in der Mitte entsprechend zu verschieben.


    Schnell kann man vermuten, dass die Zahl noch gesteigert werden kann, indem man alle vier genannten Punkte entsprechend verschiebt. Doch im Gegenteil! Die Zahl der Möglichkeiten verringert sich in diesem Fall sogar!

  


  [image: Abbildung]


  Würfelkunstwerk


  Ein Künstler baut seine Kunstwerke aus vielen Würfeln. Die sind mal größer, mal kleiner, aber in einem Kunstwerk verwendet er immer nur Würfel derselben Größe. Die Oberfläche der Würfel bei seinem nächsten Projekt soll edel gestaltet werden. Daher hat der Künstler große Papierbahnen golden eingefärbt. Mit diesem Papier will er die Oberfläche der Würfel bekleben.


  Beim Ausmessen des vorbereiteten goldenen Papiers stellt er fest, dass er bereits viel zu viele Bahnen eingefärbt hat, weit mehr, als alle bereitgelegten Würfel zusammengenommen an Oberfläche haben. Genauer betrachtet hat er sogar exakt doppelt so viel Papierfläche vorbereitet, wie die Oberfläche der Würfel benötigen würde. Da er keine weiteren Würfel hinzunehmen, aber auch das ganze Papier verwenden will, steht er vor einem Problem. Doch ihm kommt eine Idee, wie er durch geschicktes Zerschneiden der Würfel die Oberfläche verdoppeln kann, ohne auf die Würfelform zu verzichten. Was hat er wohl gemacht?
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    Tipp: Kleiner kann manchmal größer sein!
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    Lösung: Der Trick liegt im Zerlegen der Würfel in kleinere Würfel. Jeder Würfel wird einmal waagrecht, einmal längs und einmal quer durchgeschnitten. So entstehen aus einem der ursprünglichen Würfel acht kleine Würfel. Jeder dieser Würfel hat ein Viertel der Oberfläche des ursprünglichen Würfels, da jede Seite auf ein Viertel reduziert wird. Acht kleine Würfel mit jeweils einem Viertel der ursprünglichen Oberfläche haben dann insgesamt die benötigte doppelte Oberfläche.
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  Primzahlen am Würfel


  Den Eckpunkten eines Würfels sollen die Zahlen 0 bis 7 zugeordnet werden; dabei darf jede Zahl nur einmal verwendet werden. Die Aufgabe besteht darin, das so zu machen, dass die Summe von je zwei Endpunkten einer Kante des Würfels stets eine Primzahl ist!
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    Tipp: Mit wie vielen anderen Zahlen muss jede der Zahlen von 0 bis 7 kombiniert werden?
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    Lösung: Dass ein Würfel sechs Seiten hat, kennt man vom Brettspiel. In diesem Rätsel sind jedoch die acht Ecken und zwölf Kanten von Bedeutung. Jede Ecke ist in drei Richtungen mit anderen Ecken verbunden. Daher muss jede Zahl von 0 bis 7 mit drei anderen dieser Zahlen kombiniert werden. Die sechs möglichen Primzahlen, die bei diesen Kombinationen entstehen, sind 2, 3, 5, 7, 11 und 13. Die 7 kann also nur mit 0 (7 + 0 = 7), 4 (7 + 4 = 11) und 6 (7 + 6 = 13) kombiniert werden, womit sich schon vier der acht Ecken des Würfels ergeben: Die 7 an eine Ecke und die 0, die 4 und die 6 an die drei benachbarten Ecken.


    Dadurch ist die Auswahl für drei der verbleibenden Ecken schon stark eingeschränkt, da schon jeweils zwei der drei Nachbarn vorgegeben sind: Die Kombinationen dieser drei Ecken müssen 0 und 4, 0 und 6 beziehungsweise 4 und 6 enthalten. Wie zuvor bei der 7 betrachten wir die Kombinationsmöglichkeiten bei der Zahl 6: Sie kann mit 1 (6 + 1 = 7), 5 (6 + 5 = 11) und 7 (6 + 7 = 13) kombiniert werden. Da die 7 schon gesetzt wurde, müssen die 1 und die 5 an die beiden noch freien Nachbarecken der 6.


    


    Die Zuordnung der beiden Zahlen zu den Ecken ergibt sich daraus, dass sich nur in einer Variante die geforderten Primzahlen an den Kanten ergeben. Nach dem gleichen Ausschlussprinzip können auch die beiden noch fehlenden Zahlen 2 und 3 den Ecken zugeordnet werden.
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  Der rote Würfel


  Ein großer Würfel ist in viele kleine Würfel aufgeteilt. Insgesamt in 4 · 4 · 4 kleine Würfel, so dass jede Seite aus 4 · 4 = 16 Quadraten besteht. Insgesamt enthält der große Würfel 4 · 4 · 4 = 64 Würfelchen.


  Dieser große Würfel wird nun außen rot angestrichen.


  Frage: Wie viele Würfelchen gibt es, die drei rote Seiten haben, wie viele gibt es, die zwei rote Seiten oder eine rote Seite oder gar keine rote Seite haben?
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    Tipp: Bringen Sie die Würfelchen, die eine bestimmte Anzahl von roten Seiten haben, mit ihrer Lage an einer Ecke, Kante oder Fläche des Würfels in Verbindung.
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    Lösung: Diejenigen Würfelchen, die in den acht Ecken des Würfels sitzen, haben drei rote Flächen. Davon gibt es also acht Stück.


    Zwischen den Ecken sitzen auf jeder Kante zwei Würfelchen mit jeweils zwei roten Seiten. Also gibt es insgesamt 12 · 2 = 24 solche Würfelchen.


    In der Mitte jeder Seite sitzen vier Würfelchen mit nur einer roten Seite; davon gibt es also 6 · 4, und somit ebenfalls 24 Stück.


    Schließlich befindet sich im Innern des großen Würfels ein Würfel der Größe 2 · 2 · 2, mit komplett ungefärbten Würfelchen; das sind acht Stück.


    Insgesamt erhalten wir tatsächlich 8 + 24 + 24 + 8 = 64 Würfelchen. Dies ist eine Bestätigung dafür, dass wir richtig überlegt und gerechnet haben.

  


  


  Zusatzaufgabe: Versuchen Sie, das entsprechende Problem für einen Würfel der Größe 5 · 5 · 5 zu lösen. Wie viele Würfelchen gibt es in diesem Fall insgesamt?
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  Ein Käsewürfel


  Sie wollen einen großen Würfel aus Käse in kleine Würfelchen zerschneiden, und zwar in genau 27 kleine Würfelchen, 3 · 3 · 3. Ganz ordentlich: drei waagrechte Ebenen, auf jeder Ebene neun Würfelchen, auf der vorderen Ebene neun, auf der hinteren neun, rechts neun und links neun. Das kann man sich gut vorstellen.
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  Die Frage ist: Wie viele Schnitte brauchen Sie dazu?


  Sie können natürlich zweimal senkrecht von vorne nach hinten, zweimal senkrecht von rechts nach links und zweimal waagerecht von vorne nach hinten schneiden. Insgesamt sind das sechs Schnitte. Das heißt, mit sechs Schnitten geht es.


  Alle Schnitte müssen gerade sein, aber ob Sie ganz durchschneiden oder nur ein bisschen reinschneiden, das können Sie vollkommen frei entscheiden.


  Vielleicht gibt es ja eine ganz raffinierte Methode, die mit weniger als sechs Schnitten auskommt …


  


  Frage: Geht es mit weniger als sechs Schnitten, oder ist sechs das Optimum?
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    Tipp: Achten Sie auf den kleinen Würfel, der in der Mitte des großen Würfels sitzt!
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    Lösung: Mit weniger als sechs geht es nicht. Das sieht man so: In der Mitte bleibt ja ein kleiner Würfel übrig. Der hat – wie jeder Würfel – sechs Seiten. Und jede Seite dieses Würfels in der Mitte entsteht durch einen Schnitt. Da alle Schnitte gerade sein müssen, können nie zwei seiner Seitenflächen durch einen einzigen Schnitt entstehen. Also braucht man mindestens sechs Schnitte, die alle durch den kompletten Käsewürfel gehen müssen. „Reinschneiden“ allein reicht nicht!

  


  
    7.

    Geometrisches
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  Gardner-Dreieck


  Beide Abbildungen zeigen Dreiecke, die aus den gleichen vier Teilen zusammengesetzt wurden. Das kann man leicht durch Nachzählen der Kästchen überprüfen.


  Trotzdem gibt es in einem Fall eine Lücke, im anderen nicht. Wo ist das fehlende Stück?
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    Tipp: Schneiden Sie die Teile aus und überzeugen Sie sich selbst!
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    Lösung: Das Phänomen liegt in unserer menschlichen Leichtgläubigkeit begründet. Die beiden Möglichkeiten sehen aus wie ein Dreieck, auch haben wir in der Einleitung behauptet, es seien Dreiecke – aber das stimmt nicht. Die lange Seite der beiden angeblichen Dreiecke ist keine gerade Strecke, sondern geknickt. Und zwar ist dieser Knick in der langen Seite beim linken Dreieck „nach innen“ und beim rechten Dreieck „nach außen“ gerichtet. Der Knick ist jedoch sehr schwach ausgeprägt und wird durch das Aneinanderstoßen mehrerer Teile an dieser Stelle gut versteckt.


    Die kleinen Teildreiecke haben geringfügig unterschiedliche Winkel. Das kann man durch Abzählen der Kästchen herausfinden. Das größere Teildreieck ist 7 Kästchen breit und 3 hoch, das ergibt ein Seitenverhältnis von 7 zu 3, also ungefähr 2,3. Beim kleineren Teildreieck sind es 5 Kästchen in der Breite und 2 Kästchen in der Höhe. Das Verhältnis ist in diesem Fall 5 zu 2, also 2,5.


    Durch die entweder nach innen oder nach außen gerichtete Ecke ist das „Dreieck“, je nachdem wie es zusammengelegt wurde, einmal etwas kleiner und im anderen Fall etwas größer. In der größeren Variante bleibt daher ein Stück im Inneren des Dreiecks frei, sodass eine Lücke entsteht.

  


  


  Dieses Rätsel wurde von dem Mathematiker und Rätselerfinder Martin Gardner 1956 veröffentlicht. Es geht auf den New Yorker Magier Paul Curry zurück.


  Fußballfeld


  Ein Fußballfeld ist normalerweise 105 Meter lang und 68 Meter breit. Der Umfang des Feldes, einmal außen herum, beträgt also 105 m + 68 m + 105 m + 68 m = 346 m.


  Jetzt nehmen wir ein Seil, das genau 347 Meter lang ist, also genau einen Meter länger als der Umfang des Spielfeldes. Dieses Seil legen wir um das Spielfeld herum. Ganz ordentlich, so dass es überall den gleichen Abstand vom Spielfeld hat. Das Seil bildet also auch ein Rechteck, das ein bisschen größer als das Spielfeld ist. Es hat oben und unten, rechts und links den gleichen Abstand zum Spielfeld.


  Wie groß ist dieser Abstand? Passt in den Rand zwischen Spielfeld und Seil eine Trillerpfeife? Eine weitere Begrenzungslinie? Oder ein Fußballschuh?
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    Tipp: Betrachten Sie die Ecken genauer!
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    Lösung: Der größte Teil des Seils liegt parallel zu den ursprünglichen Kanten des Feldes. Hierfür werden 346 Meter des Seils benötigt. Nur ein einziger Meter des Seils kann für die Erweiterungen an den Ecken benutzt werden. Da das Seil überall mit dem gleichen Abstand zum Feld ausgelegt werden soll, sind an jeder Ecke zwei Seilstücke mit dem gesuchten Abstand zusätzlich nötig. An allen Ecken zusammen somit insgesamt acht Seilstücke dieser Länge. Der zusätzliche Meter des Seils wird somit auf acht gleich lange Stücke à 12,5 Zentimeter aufgeteilt. Obwohl es nur ein einziger zusätzlicher Meter Seil war, passt in die Lücke zwischen Spielfeld und Seil problemlos ein Fußballschuh hinein!
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  Seil um den Äquator


  Der Äquator der Erde ist etwa 40 000 Kilometer lang. Stellen Sie sich vor, dass wir ein Seil um den Äquator legen, sodass es dicht auf der Erdoberfläche aufliegt. Dieses etwa 40 000 Kilometer lange Seil verlängern wir jetzt um genau einen Meter. Dann halten wir das Seil so, dass es überall den gleichen Abstand von der Erdoberfläche hat. Frage: Wie weit wird es von der Erdoberfläche abstehen? (a) etwa 0,16 mm, (b) etwa 16 mm, (c) etwa 16 cm?
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    Tipp: Schauen Sie sich die Aufgabe mit dem Fuß ballfeld an.
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    Lösung: Es gibt eine Formel, die den Umfang und den Radius eines Kreises miteinander verbindet. Wenn wir den Umfang mit u und den Radius mit r bezeichnen, dann gilt u = 2p·r. Dabei ist p die „Kreiszahl“, also p = 3,14…


    Wir stellen uns vor, dass u die Länge des Äquators und r der Radius der Erde ist.


    Nun sei U der um einen Meter vergrößerte Umfang, und R der Radius, den das verlängerte Seil hat. Dann gilt entsprechend U = 2p·R.


    Jetzt ziehen wir die erste Gleichung von der zweiten ab. Wir erhalten


    U – u = 2p·R – 2p·r = 2p·(R – r),


    also zusammengefasst


    U – u = 2p·(R – r).


    Auf der linken Seite steht U – u, also die Länge des verlängerten Seils minus die Länge des Originalseils; das ist genau ein Meter. Auf der rechten Seite steht neben 2p die Differenz R – r, und das ist genau der Abstand des Seils. Den können wir jetzt ausrechnen:


    R – r ist ein Meter geteilt durch 2p, also 1 geteilt durch 6,28. Dabei ergibt sich etwa 0,16 Meter, das heißt 16 cm.

  


  


  
    Die Kreiszahl ϖ (sprich: Pi) gibt das Verhältnis vom Umfang zum Durchmesser eines Kreises an. Sie beträgt näherungsweise 3,14159 … Das bedeutet, dass ein Kreis mit einem Durchmesser von einem Meter einen Umfang von ungefähr 3,14 m hat. Pi ist eine irrationale Zahl. Das bedeutet, dass sie nicht in Form eines Bruches aufgeschrieben werden kann. Ebenfalls kann es nicht sein, dass sich die Ziffern ab einer gewissen Stelle periodisch wiederholen. Noch heute wird an der Zahl Pi geforscht: So gibt es einen Wettlauf im Berechnen von möglichst vielen Nachkommastellen der Zahl. Bisher wurden bereits mehrere Billionen Nachkommastellen bestimmt.

  


  Der optimale Spiegel


  Wie groß muss ein Spiegel mindestens sein, in dem Sie sich ganz sehen können? Lohnt es sich, nach hinten zu treten, damit Sie sich von Kopf bis Fuß sehen können?
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    Tipp: Wie wird Licht, das in einen Spiegel ein fällt, zurückgeworfen?
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    Lösung: Man kennt das Problem aus dem Badezimmer. Wenn zwei Personen gleichzeitig in den Spiegel schauen wollen, führt das meistens zu Komplikationen: Nur wenn man vor dem Spiegel steht, kann man sich sehen. Steht man nur wenig neben dem Spiegel und schaut hinein, so kann man sich nicht sehen. Das liegt an einer physikalischen Gesetzmäßigkeit: Der Winkel, unter dem das Licht in den Spiegel einfällt, ist gleich dem Winkel, unter dem das Licht reflektiert wird.


    Mithilfe der Geometrie kann man daraus den kleinstmöglichen Spiegel bestimmen, in dem man sich ganz sehen kann. Stellen wir uns einen 180 Zentimeter großen Menschen vor. Die Augen seien in 170 Zentimeter Höhe. Um aus Augenhöhe auf die Füße am Boden zu schauen, blickt man schräg nach unten auf den Spiegel. Die Füße sieht man aufgrund der Eigenschaften des Reflexionsgesetzes genau auf halber Höhe zwischen dem Fußboden und dem Auge, also bei 85 Zentimeter Höhe.


    Ähnlich ist es bei einem Blick zum Haaransatz. Dazu blickt man ein wenig nach oben, sodass man das obere Ende des Kopfes auf 175 Zentimetern Höhe, also ebenfalls genau in der Mitte zwischen Augenhöhe und betrachteter Körperstelle sieht. Der Spiegel muss also mit der Unterkante bei 85 Zentimetern angebracht sein und bis 175 Zentimeter Höhe reichen. Das macht eine Höhe von 90 Zentimetern und damit genau die Hälfte der Körpergröße des Betrachters.


    Der optimale Spiegel muss also genau halb so hoch sein wie die Person, die sich betrachten will. Außerdem muss der Spiegel mit der Unterkante auf der Hälfte der Augenhöhe angebracht sein.


    Das gilt unabhängig davon, wie weit man vom Spiegel entfernt steht. Man blickt zwar bei größerer Entfernung unter einem anderen Winkel auf den Spiegel, aber es gilt weiterhin, dass der Winkel des einfallenden Lichts und der des reflektierten Lichts gleich groß sind.

  


  [image: Abbildung]


  Warum Kühe gern im Halbkreis grasen


  Sie haben geerbt. Ihr Großvater hat Ihnen verschiedene Objekte hinterlassen: zunächst eine Wiese, die eine ganz spezielle Form hat, nämlich die eines Halbkreises (also eine Kreisfläche, der in der Mitte durchgeschnitten ist, und davon die eine Hälfte). Wir stellen uns die gerade Grenze vorne vor; Ihr Grundstück weitet sich dann halbkreisförmig nach hinten.


  Außerdem hat Ihr Großvater Ihnen eine Kuh hinterlassen; diese Kuh soll das Gras der halbkreisförmigen Wiese fressen – allerdings nicht mehr und nicht weniger.


  Um das zu gewährleisten, hat Ihnen Ihr Großvater noch ein paar mysteriöse Gegenstände vererbt: drei hölzerne Pfosten, relativ viel Seil, einen Ring und eine Schere.


  Die Frage ist: Wie können Sie die Kuh – mithilfe dieser Gegenstände – so anseilen, dass sie genau die halbkreisförmige Wiese, nicht weniger, aber auch kein bisschen mehr abfrisst?
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    Tipp: Manchmal ist es gut, ein komplexes Problem in einfachere Teilprobleme zu zerlegen: Wie können Sie gewährleisten, dass die Kuh nur ein kreisförmiges Stück abfrisst? Und wie können Sie erreichen, dass eine gerade Linie als Fressgrenze respektiert?
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    Lösung: Wenn die Wiese ein vollständiger Kreis wäre, dann wäre die Sache einfach. Sie würden die Kuh an einem Pflock anbinden, der genau im Mittelpunkt des Kreises steckt. Wenn das Seil so lang ist wie der Radius, kann die Kuh genau die Kreisfläche abgrasen.


    Das ist zwar noch nicht die ganze Lösung, aber die halbe. Sie binden die Kuh auf jeden Fall im Mittelpunkt des Halbkreises an.


    Jetzt müssen Sie nur noch dafür sorgen, dass die Kuh nicht den verbotenen Halbkreis abfrisst.


    Dazu spannen Sie ein Seil parallel zur geraden Grenze der Wiese, und zwar nach hinten versetzt, sodass das Seil genau den Halbkreis noch berührt. Dazu verwenden Sie die anderen beiden Pfosten. Auf diesem gespannten Seil befindet sich auch der Ring, der auf diesem frei hin- und hergeschoben werden kann. Schließlich befestigen Sie an dem Ring ein weiteres Seil, das genauso lang wie der Radius ist, und binden die Kuh am anderen Ende an. Dann kann sie nie über die gerade Grenze hinausgelangen.
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  Der runde Tisch


  Zwei Spieler spielen an einem runden Tisch. Sie legen abwechselnd gleich große Münzen auf den Tisch. Diese dürfen nicht übereinanderliegen. Wer als Erster keinen Platz mehr findet, hat verloren. Kann der erste Spieler einen Sieg erzwingen?
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    Lösung: Der erste Spieler legt seine erste Münze genau in die Mitte des Tisches. Anschließend antwortet er auf jeden Zug seines Gegners so, dass seine Münze so liegt, dass er die Münze des Gegners „am Mittelpunkt spiegelt“. Das bedeutet: Wenn man seine Münze und die Münze, die der Gegner unmittelbar zuvor gelegt hat, durch eine Strecke verbindet, dann ist der Mittelpunkt dieser Strecke genau der Mittelpunkt des Tisches. Da der erste Spieler auf jeden Zug seines Gegners reagieren kann, wird er nicht die letzte Münze legen. Also gewinnt er!

  


  


  Zusatzfrage: Funktioniert diese Strategie auch bei rechteckigen Tischen?


  Faires Stromsparen


  Um einen quadratischen Platz herum stehen 20 Lampen in gleichmäßiger Anordnung, je eine an den vier Ecken und jeweils vier dazwischen. An jeder Seite stößt ein Grundstück an den Platz, das daher von jeweils sechs Lampen beschienen wird. Aufgrund steigender Energiepreise soll ein Viertel der Energiekosten eingespart und daher fünf Lampen abgeschaltet werden.


  Kann man die fünf abzuschaltenden Lampen so auswählen, dass alle Grundstücke auch anschließend von gleich vielen Lampen beschienen werden?
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    Tipp: Welche Lampen stehen nur vor einem Grundstück? Welche sind für die Beleuchtung von mehreren Grundstücken zuständig?
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    Lösung: Die Lampen an den Ecken bescheinen jeweils zwei Grundstücke. Alle anderen stehen jeweils nur vor einem Grundstück. Schaltet man alle Ecklampen ab, so würde durch das Abschalten der fünften Lampe eine Seite benachteiligt. Ähnlich verhält es sich, wenn man auf jeder Seite eine der vier inneren Lampen abschaltet.


    Schaltet man drei Ecklampen ab, so bleiben auf zwei der Seiten noch die vier inneren Lampen übrig. Damit auch auf den anderen beiden Seiten jeweils vier Lampen brennen, muss hier jeweils eine der inneren Lampen abgeschaltet werden. Die Zeichnung zeigt eine von mehreren Möglichkeiten hierfür.

  


  [image: Abbildung]


  Mehr Inhalt bei gleicher Verpackung


  Ein Kerzenhändler verkauft Großpackungen zu 120 Kerzen. In der in Breite und Höhe vollkommen ausgenutzten Kiste befinden sich acht Reihen mit jeweils 15 Kerzen. Als Jubiläumsaktion sollen einige zusätzliche Kerzen pro Kiste abgegeben werden. Dazu plant der Kerzenhändler eine weitere kleine Schachtel beizulegen. Doch sein Azubi hat eine Idee, wie man die zusätzlichen Kerzen in der Schachtel unterbringen kann. Wie schafft er es, weitere Kerzen in der Schachtel zu verstauen? Wie viele Kerzen können maximal in der Schachtel abgegeben werden?
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    Tipp: Es gibt noch platzsparendere Anordnungen als die Sortierung in Reihen und Spalten!
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    Lösung: Wenn in derselben Schachtel mehr Kerzen untergebracht werden sollen, müssen die Hohlräume verkleinert werden. Dazu wird die Anordnung so verändert, dass die Kerzen nicht mehr in Spalten übereinander, sondern versetzt einsortiert werden. Die unterste Reihe bleibt mit 15 Kerzen unverändert. Die zweite Reihe wird um eine Kerze reduziert, so dass die 14 Kerzen jeweils in den Vertiefungen zwischen den Kerzen der untersten Reihe liegen. Die dritte Reihe enthält erneut 15 Kerzen, die vierte wiederum nur 14 und so weiter.


    Jede Reihe liegt aufgrund der neuen Anordnung ein wenig tiefer als in der ursprünglichen Variante. Genau betrachtet wird bei jeder Reihe wird im Vergleich zur ursprünglichen Anordnung etwa 13 Prozent des Kerzendurchmessers in der Höhe eingespart. Bei ursprünglich acht Reihen ergibt sich somit eine Einsparung von 8·13 Prozent = 104 Prozent des Kerzendurchmessers. Daher hat problemlos eine weitere Reihe Platz. Insgesamt passen in dieser Anordnung 5·15 + 4·14 = 131 Kerzen in die Schachtel, elf mehr als bei der ursprünglichen Anordnung.
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  Rechtecke schneiden


  Eine Raute soll mit einem Schnitt so zerlegt werden, dass man aus den Einzelteilen ein Rechteck zusammen setzen kann. Wie muss der Schnitt gewählt werden?
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  Die gleiche Frage kann man auch für ein Trapez stellen. In diesem Fall sind jedoch zwei Schnitte nötig, um daraus ein Rechteck zu erstellen. Wie müssen die Schnittkanten verlaufen?
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    Tipp: Beim Schneiden müssen die für das Rechteck nötigen rechten Winkel entstehen.
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    Lösung: Bei der Raute gibt es nicht nur eine, sondern unendlich viele Möglichkeiten. Der Schnitt muss so gewählt werden, dass er senkrecht zu einer Seite der Raute verläuft und die gegenüberliegende Seite ebenfalls schneidet. Dadurch entstehen an den Enden der Schnittkante vier rechte Winkel. Dann ordnet man die beiden Teile so an, dass die rechten Winkel die Ecken des Rechtecks bilden.
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    Beim Trapez gibt es nur eine Möglichkeit. Der erste Schnitt muss durch den Mittelpunkt einer (nichtparallelen) Seite verlaufen. Die Schnittkante muss senkrecht zu den beiden benachbarten (parallelen) Seiten stehen. Dadurch wird ein kleines Dreieck abgeschnitten. Mit diesem kann direkt daneben die zum Rechteck fehlende Ecke „aufgefüllt“ werden. Mit der gegenüberliegenden Seite wird anschließend genauso verfahren, um das Rechteck zu vervollständigen.
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  Die Leinwand des Malers


  Ein genialer, aber etwas seltsamer Maler behauptet, er könne für seine Kunstwerke nur Leinwände einer ganz bestimmten Form verwenden. Seine ideale Form ist dadurch gekennzeichnet, dass der Umfang und die Fläche der Leinwand sich durch dieselbe Zahl ausdrücken lassen. Welche Möglichkeiten stehen ihm für seine Leinwände offen?
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    Tipp: Die Lösung findet man entweder über eine Gleichung, oder man zerlegt ein Rechteck in Quadrate. Wenn man dann die Quadrate am Rand und in der Mitte gesondert „zählt“, kann man sich an die Antwort herantasten.
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    Lösung: Man kann sich der Lösung nähern, indem man zunächst ein beliebiges Rechteck betrachtet, im Beispiel mit den Maßen 4 · 7 Längeneinheiten. Dieses Rechteck wird entsprechend in 4 · 7 Quadrate eingeteilt.


    Zunächst betrachten wir den Rand des Rechtecks, die grauen Flächen. Diese sind Teil der Gesamtfläche des Rechtecks. Die Fläche des grauen Randes ist immer um 4 kleiner als der Umfang desselben. Das liegt darin begründet, dass man für den Umfang in diesem Fall 4 + 7 + 4 + 7 = 22 rechnet, während man beim Zählen der grau markierten Felder nur auf 18 kommt, da in diesem Fall die Ecken nicht doppelt gezählt werden.
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    Diese Eigenschaft, dass der Umfang immer um 4 größer ist als die Zahl der Randflächen, ist unabhängig von der Form des Rechtecks. Daraus kann man schließen, dass ein Rechteck genau dann die gleichen Zahlen für Umfang und Flächeninhalt hat, wenn im Inneren vier weitere Quadrate sind.


    Um alle Möglichkeiten für die Leinwand des Malers zu finden, muss man sich nur überlegen, welche Varianten es gibt, diese vier Quadrate so anzuordnen, dass sie zusammen mit dem Rand ein Rechteck bilden. Hierfür gibt es nur zwei Möglichkeiten: entweder alle vier Quadrate in einer Reihe oder als Quadrat der Größe 2 · 2. Zusammen mit dem Rand erhält man ein Rechteck der Größe 3 · 6 beziehungsweise ein Quadrat der Größe 4 · 4. Beide erfüllen die geforderte Eigenschaft.
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    Kürzer – aber auch sehr viel formaler – kann man die Frage mit einer Gleichung angehen. Gehen wir davon aus, dass das gesuchte Rechteck eine Länge a und eine Breite b besitzt. Dann beträgt die Fläche a · b und der Umfang 2 · (a + b). Da Fläche und Umfang gleich sein sollen, muss man die Gleichung a · b = 2 · (a + b) lösen. Diese Gleichung kann man leicht umformen zu (a – 2)(b – 2) = 4. Das heißt, dass sowohl die Zahl a – 2 als auch die Zahl b – 2 ein Teiler von 4 sein muss; dafür gibt es nur die Möglichkeiten 1, 2, 4. Daraus erhält man schnell dieselben Möglichkeiten wie in der zuerst beschriebenen Variante.

  


  Der Jäger


  Ein Jäger bricht am Morgen auf und geht genau einen Kilometer nach Süden. Dann geht er einen Kilometer nach Westen und dann wieder genau einen Kilometer nach Norden. Oh Wunder – er ist wieder an seinem Ausgangspunkt angelangt!


  Hier bleibt er stehen und schießt einen Bären. Welche Farbe hat der Bär?
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    Tipp: Um wieder am gleichen Punkt anzukommen, kann der Jäger an vielen Ausgangspunkten starten.
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    Die Lösung: Eine Möglichkeit ist, dass der Jäger am Nordpol startet. Er geht einen Kilometer nach Süden und dann nach Westen. Dabei bleibt er immer einen Kilometer vom Nordpol entfernt. Wenn er dann wieder einen Kilometer nach Norden geht, kommt er wieder am Nordpol an.


    Die anderen möglichen Ausgangspunkte liegen in der Nähe des Südpols. Dazu stellen wir uns denjenigen Breitenkreis in der Nähe des Südpols vor, der genau einen Kilometer lang ist. Wenn der Jäger genau einen Kilometer nördlich davon startet, kommt er nach einem Kilometer auf diesen Breitenkreis, läuft auf diesem einmal herum und dann auf dem Weg, mit dem er begonnen hat, wieder nach Norden.


    Wenn er einen Bär sieht und schießt, muss dieser ein Eisbär sein; diese gibt es nur in der Arktis. In jedem Fall ist das Fell des Bären weiß.

  


  
    8.

    Teilbarkeit
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  Verrechnet!


  Ein Buchhalter gibt gerne mit seinen Rechenkünsten an. Besonders eindrucksvoll ist es, wenn er sofort sagen kann, ob eine Rechnung stimmt, obwohl er nur das Ergebnis und nicht die Ausgangszahlen kennt.


  Er stellt folgende Aufgabe: Man notiert eine beliebige vierstellige Zahl. Dann setzt man die erste Ziffer ans Ende der Zahl, sodass man eine weitere vierstellige Zahl erhält. Schließlich werden beide Zahlen addiert. Ein Beispiel: 1234 + 2341 = 3575.


  Dem Buchhalter werden die Ergebnisse der Rechnungen von drei Personen genannt: 8612, 4322 und 9867. Schon nach kurzem Überlegen weiß er, dass nur das dritte Ergebnis richtig sein kann und die beiden Ersten sich verrechnet haben müssen. Wie hat der Buchhalter das herausbekommen?
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    Tipp: Der Buchhalter ist gut im Kopfrechnen. Mit einem Taschenrechner lässt sich die Richtigkeit der Ergebnisse meist noch schneller feststellen.
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    Lösung: Der Buchhalter überprüft die Ergebnisse daraufhin, ob sie ohne Rest durch 11 teilbar sind. Ist das der Fall, dann wurde sehr wahrscheinlich richtig gerechnet. Bleibt jedoch ein Rest, dann ist in der Rechnung ein Fehler passiert.


    Denn jedes Ergebnis einer Rechnung nach dem oben genannten Verfahren muss durch 11 teilbar sein.


    Das kann man sich so verdeutlichen: Die gedachte, vierstellige Zahl kann man sich allgemein als „abcd“ vorstellen. Mathematisch schreibt man das 1000a + 100b + 10c + d, denn a ist die Tausenderziffer, b die Hunderterziffer, c die Zehnerziffer und d die Einerziffer. Diejenige Zahl, bei der die erste Ziffer ans Ende gestellt wurde, ist dementsprechend „bcda“ oder mathematisch 1000b + 100c + 10d + a. Wenn man diese beiden Zahlen addiert, erhält man 1001a + 1100b + 110c + 11d. Da jede der Zahlen 1001, 1100, 110 und 11 ohne Rest durch 11 teilbar ist, ist auch die gesamte Summe durch 11 teilbar.


    Daher kann man sich sicher sein, dass ein Rechenfehler vorliegt, wenn das Ergebnis nicht durch 11 teilbar ist, obwohl man die für die Rechnung verwendeten Zahlen nicht kennt.
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  Im Auto


  Eine Familie fährt mit dem Auto. Das Produkt aus der Anzahl der am Auto befindlichen Räder, dem Alter des Fahrers und der Anzahl der mitfahrenden Personen beträgt 444.


  Wie alt ist der Fahrer und wie viele Personen sitzen im Auto?
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    Tipp: Wenn Sie keine Idee für einen mathematischen Ansatz haben, können Sie auch durch Ausprobieren eine Lösung finden.
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    Lösung: Die Zahl der Räder mal dem Alter des Fahrers mal der Anzahl der im Auto sitzenden Personen soll 444 ergeben. Wir gehen von einem handelsüblichen PKW aus und wissen daher, dass das Fahrzeug vier Räder haben wird. Dadurch reduziert sich die Frage: 444 geteilt durch 4 ergibt 111, das Produkt aus dem Alter des Fahrers und der Anzahl Personen im Auto.


    Bleibt zu klären, welche beiden positiven ganzen Zahlen man miteinander multiplizieren muss, damit das Ergebnis 111 herauskommt. Man kann vielfach probieren, indem man die Zahl durch 2, 3, 4, 5 und so weiter teilt. Sie werden dabei nur eine Möglichkeit finden, bei der sich eine ganzzahlige Lösung ergibt: 111 : 3 = 37.


    Damit kennt man alle Teiler der Zahl 111! Denn die Zahlen 3 und 37 sind Primzahlen, also Zahlen, die nur durch 1 und durch sich selbst ohne Rest teilbar sind. Das bedeutet, dass man 111 nur durch 3 und 37 ohne Rest teilen kann (abgesehen von den Teilern 1 und 111).


    Die Aufgabenstellung lautet also, die Zahl 111 als Produkt des Alters des Fahrers und der Anzahl der Personen im Auto zu schreiben. Nun gibt es nur zwei Möglichkeiten, 111 in ein Produkt zu zerlegen, nämlich 111 = 3 × 37 und 111 = 1 × 111. Da der Fahrer bestimmt nicht ein oder drei Jahre alt ist und da das Auto garantiert nicht 111 Personen fasst, gibt es nur eine sinnvolle Antwort: Der Fahrer ist 37 Jahre alt, und es fahren drei Personen im Auto.

  


  


  Zusatzaufgabe: Berechnen Sie 6 · 37, 9 · 37, 12 · 37, 15 · 37, …


  Können Sie mit der Erkenntnis, die Sie dabei gewonnen haben, auch Aufgaben wie 7 · 37, 10 · 37 oder auch 8 · 37 im Kopf lösen?


  Die Kehrseite dreier Würfel


  Bei diesem Würfelspiel können Sie herausfinden, welche Augenzahlen Ihr Mitspieler gewürfelt hat. Lassen Sie ihn mit drei Würfeln nacheinander würfeln, und zwar so, dass Sie nicht sehen, wie die Würfel gefallen sind. Die drei Augenzahlen werden aneinandergereiht als dreistellige Zahl aufgeschrieben. Anschließend werden die drei Würfel herumgedreht, so dass die Augenzahlen der gegenüberliegenden Seiten sichtbar werden. Diese werden in der gleichen Reihenfolge wie die zunächst gewürfelten Ziffern ergänzt, sodass eine sechsstellige Zahl entsteht.


  Mit dieser Zahl soll Ihr Mitspieler zwei Rechnungen durchführen. Dafür ist ein Taschenrechner hilfreich. Zunächst wird durch 3 geteilt und anschließend durch 37.


  Lassen Sie sich das Ergebnis nennen, ziehen Sie 7 ab und teilen Sie das Ergebnis durch 9. Nennen Sie Ihrem Mitspieler die drei Ziffern Ihres Ergebnisses!
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    Tipp: Um zu verstehen, was bei diesem Rechentrick passiert, stellt man am besten eine Gleichung auf. Beachten Sie dabei, wie die Zahlen auf den Würfeln angeordnet sind!

  


  
    [image: Abbildung]


    Lösung: Nehmen wir an, dass Ihr Mitspieler die Ziffern 3, 1 und 5 gewürfelt hat. Diese werden als 315 aufgeschrieben. Nach dem Umdrehen der Würfel sind die Zahlen 4, 6 und 2 zu sehen, da die gegenüberliegenden Seiten der Würfel zusammen immer die Summe 7 ergeben. Zusammen erhält man die sechsstellige Zahl 315462. Nach den ersten beiden Rechnungen nennt Ihnen Ihr Mitspieler die Zahl 2842. Anschließend rechnen Sie die beiden verbleibenden Schritte und erhalten 315, die zunächst gewürfelten Ziffern.

  


  


  
    Alle Schritte kann man in einen Term fassen. Vereinfacht man diesen, so löst sich das Rätsel auf. Entscheidend ist, wie man die einzelnen Schritte aufschreibt. Die Zahlen, die Ihr Mitspieler gewürfelt hat, bezeichnen wir als a, b und c. Sie stehen als 100 000er, 10 000er und 1000er Stelle der sechsstelligen Zahl, was man als 100 000a + 10 000b + 1000c notieren kann. Die drei Zahlen auf den gegenüberliegenden Seiten der Würfel sind 7 – a, 7 – b und 7 – c. Sie werden als Hunderter-, Zehner- und Einer-Stelle ergänzt: 100 · (7 – a) + 10 · (7 – b) + 7 – c. Die weiteren Rechenschritte werden als Bruch beziehungsweise Subtraktion ergänzt.


    Der zunächst unübersichtliche Term kann schrittweise zusammengefasst werden. Dabei wird sichtbar, dass in der Schreibweise der sechsstelligen Zahl eine Multiplikation mit 999 steckt, weshalb das sukzessive Teilen durch 3, 37 und 9, also insgesamt durch 999, ohne Rest möglich ist. Nach dem Vereinfachen bleibt nur noch 100a + 10b + c, also die dreistellige Zahl aus den ursprünglich gewürfelten Augenzahlen, übrig.

  


  Pralinenschachteln


  Ein Händler hat eine Lieferung Pralinen bekommen. Damit er sie weiterverkaufen kann, will er daraus Schachteln mit wenigen Pralinen packen. Er rechnet nach: „Wenn ich jeweils drei Pralinen in eine Packung gebe, bleibt eine übrig. Wenn ich vier zusammen packe, bleiben zwei übrig. Bei Fünferpackungen bleiben drei übrig und bei Sechserpackungen vier.“


  Wie viele Pralinen hat der Händler mindestens bekommen?
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    Tipp: Welche Anzahlen von Pralinen kann man ausschließen?
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    Lösung: Da bei Dreierpackungen jeweils eine übrigbleibt, können es nur 4, 7, 10, 13 … Pralinen gewesen sein. Entsprechende Zahlenfolgen kann man für Viererpackungen (6, 10, 14 … ), Fünferpackungen (8, 13, 18 …) und Sechserpackungen (10, 16, 22 …) aufstellen. Die kleinste Zahl, die in allen Folgen enthalten ist, ist 58.
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  Das Spiel mit dem Ball


  Dreizehn Kinder stehen im Kreis und spielen mit einem Ball. Sie werfen sich den Ball reihum zu, aber damit es nicht zu langweilig wird, spielen sie nur jeden Zweiten an. So kommt jedes Kind nur in jeder zweiten Runde dran und muss genau auf seinen Einsatz aufpassen.


  Als ein Kind keine Lust mehr hat und weggeht, stellen die Spieler erstaunt fest, dass die Hälfte der Kinder vom Spiel ausgeschlossen ist, wenn nach der gleichen Regel weitergespielt wird. Darum wollen sie ihre Taktik ändern.


  Jedes wievielte Kind muss bei zwölf Spielern angespielt werden, damit wieder jeder drankommt?
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    Tipp: Dieses Problem lässt sich mathematisch „zerlegen“ oder durch Ausprobieren lösen.
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    Lösung: Bei zwölf Spielern fallen viele Möglichkeiten sofort aus. In den Zeichnungen ist zu sehen, wie beim Anspielen jedes zweiten, dritten, vierten oder sechsten Spielers jeweils nur wenige beteiligt sind. Einzig beim Anspielen jedes fünften Spielers sind alle beteiligt.
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    Bei diesem Rätsel hilft die Zerlegung der entscheidenden Zahl 12 in Primfaktoren. Damit ist gemeint, dass die Zahl 12 darauf untersucht wird, wie man sie als Multiplikation von Primzahlen schreiben kann. Diese Zerlegung ist für jede Zahl möglich, und es gibt jeweils nur eine Variante. Bei der Zahl 12 lautet diese 2 · 2 · 3. Aus allen Kombinationen dieser Zahlen ergibt sich, wie die zwölf Spieler in Teilgruppen zerfallen: 2 · 6, 3 · 4, 4 · 3 und 6 · 2.


    Da die Primzahl 5 nicht zu den Primfaktoren der 12 gehört, kann man dadurch, dass man jeden fünften Spieler anspielt, erreichen, dass alle am Spiel beteiligt sind. Bei allen Anzahlen von 7 bis 12 ergeben sich dieselben Varianten, nur in umgekehrter Spielrichtung.

  


  


  Zusatzaufgabe: Stellen Sie sich vor, dass ein weiteres Kind keine Lust mehr hat und weggeht. Wie könnte man das Spiel dann fortsetzen? Welche Kinder könnten dann angespielt werden?
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  Restlos teilbar


  Wählen Sie sich eine dreistellige Zahl, zum Beispiel 256. Tippen Sie diese in einen Taschenrechner, und zwar nicht nur einmal, sondern zweimal hintereinander: 256256. Teilen Sie diese Zahl durch 7. Das Ergebnis wird ohne Rest aufgehen. Teilen Sie anschließend durch 11. Wieder gibt es eine ganze Zahl ohne Rest. Nach dem abschließenden Teilen durch 13 wird es wieder keinen Rest geben. Aber das Ergebnis kommt ihnen sicher bekannt vor. Warum geht die Rechnung immer auf?
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    Tipp: Wie kann man nach dem Eintippen der ersten drei Ziffern die sechsstellige Zahl mithilfe einer Multiplikation bekommen?
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    Lösung: Am leichtesten durchschaut man diesen Trick, wenn man „rückwärts“ rechnet. Die gewählte Zahl muss mit 7, 11 und 13 multipliziert werden. Macht man das in einem Schritt, so muss man 7 · 11· 13 = 1001 rechnen. Die Multiplikation mit 1001 entspricht dem zweimaligen „Hintereinanderschreiben“ der Zahl: 256 · 1001 = 256256.

  


  Die Sache mit dem U


  Nehmen Sie Ihren Taschenrechner zur Hand und tippen Sie ein „U“ ein, das heißt: vier Tasten, eine oben, eine darunter, eine rechts daneben und eine darüber, auf der gleichen Höhe wie die erste Zahl. Zum Beispiel 7128. Übrigens können Sie für diese Operation Ihren Taschenrechner auch drehen, sodass Sie dann zum Beispiel die U-Zahl 5698 erhalten.


  Egal, wie Sie das machen und welche Zahl Sie erhalten, teilen Sie das Ergebnis durch 11 – und Sie werden sehen, es geht auf! Jede U-Zahl ist ohne Rest durch 11 teilbar.
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    Lösung: Wir halten den Taschenrechner richtig und betrachten mal „kleine u’s“, also Zahlen wie 7458 oder 5236. Diese Zahlen sind folgendermaßen aufgebaut: Wenn wir die Zahl links unten a nennen, ist rechts daneben a + 1, und über diesen Zahl stehen a + 3 beziehungsweise a + 4. Das heißt, die Ziffernfolge des u lautet a + 3, a, a + 1, a + 4. Mit anderen Worten, es handelt sich um die Zahl 1000(a + 3) + 100a + 10(a + 1) + a + 4. Wenn man diesen Ausdruck vereinfacht, ergibt sich 1111a + 3000 + 10 + 4 = 1111a + 3003 + 11. Da alle Summanden durch 11 teilbar sind, ist auch die ganze Zahl ohne Rest durch 11 teilbar.

  


  Spiegelzahlen


  Denken Sie sich irgendeine Zahl, zum Beispiel eine dreistellige wie 372. Schreiben Sie die Zahl auf, und schreiben Sie dahinter die gleiche Zahl noch einmal, aber in umgekehrter Reihenfolge. In unserem Beispiel würden Sie 372273 erhalten. Teilen Sie die Zahl durch 11 – und Sie werden sehen, es geht auf! Tatsächlich ist es so, dass jede solche „Spiegelzahl“ ohne Rest durch 11 teilbar ist. Warum?
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    Tipp: Probieren Sie es mit einer einstelligen Zahl!
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    Lösung: Man kann die Zahl 372273 als Summe von drei Zahlen schreiben, nämlich 372273 = 300003 + 70070 + 2200.


    Wir überzeugen uns, dass jeder Summand durch 11 teilbar ist; also ist auch die Summe durch 11 teilbar.


    Die Zahl 22 ist durch 11 teilbar, also auch 2200.


    Für die Zahl 70070 beachten wir zunächst, dass 1001 durch 11 teilbar ist. Also auch 7 · 1001, was 7007 ergibt, und also auch das Zehnfache, das heißt die Zahl 70070.


    Um schließlich herauszubekommen, dass 300003 durch 11 teilbar ist, müssen wir nur wissen, dass 100001 durch 11 teilbar ist, also auch das Dreifache.

  


  Eins gleich zwei


  Es ist ganz einfach zu beweisen, dass 1 = 2 ist. Die folgende Gleichung ist sicherlich richtig: 1 – 1 = 2 – 2. Nach einer Umformung, dem Ausklammern auf beiden Seiten, erhält man 1 · (1 – 1) = 2 · (1 – 1). Jetzt wird noch gekürzt, und übrig bleibt 1 = 2. Wo liegt der Fehler?
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    Tipp: Die Gesetze der Mathematik geben viele Möglichkeiten, aber auch einige strikte Verbote!
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    Lösung: Mit dem Wort „kürzen“ wurde hier etwas vertuscht! Das Kürzen von (1 – 1) meint eigentlich, dass die Gleichung durch (1 – 1) geteilt wird. Da 1 – 1 jedoch 0 ergibt, ist das nicht erlaubt: Durch Null darf man nicht teilen! Richtig muss man so rechnen: Aus 1 · (1 – 1) = 2 · (1 – 1) folgt 1 · 0 = 2 · 0 und daher 0 = 0.

  


  
    9.

    Spiele
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  Dominorahmen


  Dominosteine kann man zu kleinen Rahmen zusammenlegen wie dem folgenden:
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  Dabei kommt es nicht wie sonst üblich darauf an, dass die Augenzahlen an den benachbarten Steinen sich entsprechen, sondern darauf, dass an jeder Seite des Rahmens die gleiche Augensumme steht: 1 + 3 + 4 = 8; 4 + 4 + 0 = 8 und so weiter.


  Ein Dominospiel besteht aus 28 Steinen, die man zu sieben Rahmen zusammensetzen kann. Versuchen Sie, alle Steine gleichzeitig so zu Rahmen zu kombinieren, dass pro Rahmen stets die gleiche Summe auftaucht.


  


  [image: Abbildung]


  


  
    [image: Abbildung]


    Lösung: Es gibt unterschiedliche Kombinationsmöglichkeiten. Eine Variante ist hier angegeben.
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  Unschlagbare Springer


  Jede Figur auf dem Schachbrett unterliegt gewissen Regeln, wie sie ziehen darf. Einen besonders interessanten Zug macht ein Springer: Er zieht von seinem Ausgangsfeld zum Beispiel zwei Felder nach rechts oder links und dann eines nach oben oder unten. Oder zwei Felder nach oben oder unten und ein Feld nach rechts oder links.


  Wir wollen mit den Springern nicht Schach spielen, sondern fragen: Wie viele Springer kann man maximal auf einem sonst leeren Schachbrett so aufstellen, dass keine zwei sich gegenseitig schlagen können?
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    Tipp: Wie unterscheidet sich das Feld, auf dem der Springer startet, von dem, auf welches er zieht?
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    Lösung: Wir nehmen an, dass der Springer auf einem schwarzen Feld startet, und betrachten diejenigen Felder, die er bei einem Zug überquert. Zunächst zwei Felder in eine beliebige Richtung: Vom schwarzen Feld zieht er über ein weißes auf ein weiteres schwarzes Feld, anschließend ein Feld zur Seite. Egal, welche Richtung es ist: Es wird ein weißes Feld sein.


    Steht ein Springer auf einem schwarzen Feld, so sind alle Felder, die er bei einem Sprung erreichen kann, weiß. Da ein Springer in einem Zug somit immer auf ein Feld der anderen Farbe wechselt (von Schwarz nach Weiß oder von Weiß nach Schwarz), können sich insbesondere Springer, die auf Feldern gleicher Farbe stehen, nicht schlagen.


    Stellt man 32 Springer auf die 32 schwarzen Felder, so kann keiner der Springer einen anderen in einem Zug schlagen!

  


  


  Zusatzaufgabe: Ist es möglich, dass die so aufgestellten Springer alle so ziehen, dass am Schluss jeder auf einem anderen weißen Feld steht?
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  Wer erreicht zuerst 100?


  Wir machen zusammen ein Spiel. Sie gegen mich. Und das geht so: Wir nennen abwechselnd eine Zahl zwischen 1 und 9. Diese Zahlen werden der Reihe nach addiert.


  Zum Beispiel könnten Sie zuerst „3“ sagen, dann sage ich vielleicht „6“; zusammen ergibt das 9. Dann sagen Sie „5“, und wir erhalten als Summe 14 und so weiter.


  Das Ziel ist, 100 zu erreichen. Wer mit seiner Zahl als Erster 100 erreicht hat, gewonnen.


  


  Frage: Ist es für Sie besser, wenn Sie anfangen dürfen, oder würden Sie lieber mir den Vortritt lassen?
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    Tipp: Wie könnten Sie sicher gewinnen, wenn der gewinnt, der zuerst 10 erreicht?
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    Lösung: Wenn der Gegner anfängt, können Sie garantiert gewinnen!


    Und das sieht man so: Angenommen, nach Ihrem vorletzten Zug haben Sie die Zahl 90 erreicht. Dann kann ich jede Zahl sagen, die ich will – ich werde die 100 nicht erreichen, aber Sie können in jedem Fall zu 100 ergänzen. Wenn ich zum Beispiel „3“ sage, sagen Sie „7“.


    Wie können Sie 90 erreichen? Klar, wenn Sie bei Ihrem Zug vorher genau 80 erreicht haben, dann kann ich mich anstrengen, so viel ich will, ich werde nie 90 erreichen, aber Sie können immer Ihre Zahl so wählen, dass Sie 90 erreichen.


    Und so weiter. Sie müssen also versuchen, irgendwann einmal eine dieser „magischen Zahlen“ 10, 20, 30 … 90 zu erreichen. Wenn Sie eine haben, sind Sie drin. Und am besten machen Sie das gleich zu Anfang. Ich sage etwas, und Sie ergänzen auf 10.


    Merke: Manchmal ist es gut, erst einmal den anderen eine Vorgabe machen zu lassen.

  


  


  Variante: Wir spielen das gleiche Spiel, dürfen aber nur Zahlen zwischen 1 und 4 nennen. Welches sind hierbei die „magischen Zahlen“?


  


  Ähnliche Varianten empfehlen sich, wenn Sie das Spiel mehrfach mit anderen durchführen wollen. Lernen Sie eine Folge von magischen Zahlen auswendig, die nicht so auffällig ist, damit Ihre Taktik nicht sofort auffliegt.


  Der Teufel am Roulettetisch


  Der Teufel bietet Ihnen am Roulettetisch folgende Wette an: „Du suchst dir eine Folge von drei Farben (rot/schwarz) aus, also zum Beispiel rot – schwarz – rot. Dann suche ich mir eine Folge von drei Farben aus. Dann lassen wir die Kugel rollen, und zwar so lange, bis eine unserer Folgen realisiert ist. Derjenige, dessen Folge zuerst kommt, hat gewonnen.“ Ist diese Wette fair?
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    Lösung: Nein – derjenige, der die Folge des anderen kennt, bevor er sich seine eigene aussucht, hat bessere Chancen. Er wird eine Folge wählen, die mit hoher Wahrscheinlichkeit direkt vor der anderen auftritt. Wenn Sie zum Beispiel rot – rot – rot gewählt haben, wird der Teufel, vermutlich, die Folge schwarz – rot – rot wählen. Gut, wenn die Roulettekugel bei den ersten drei Versuchen jeweils auf rot landet, haben Sie gewonnen. In allen anderen Fällen wird die Folge rot – rot – rot nach schwarz erscheinen. Also kommt garantiert der Teufel vor Ihnen zum Zug! Wir können das auch mit Wahrscheinlichkeiten ausdrücken. Wir nehmen an, dass die Roulettekugel die Farben rot und schwarz jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 trifft. Dann ist die Wahrscheinlichkeit für die Folge rot – rot – rot gleich 1/2·1/2·1/2 = 1/8. Der Teufel gewinnt also mit einer Wahrscheinlichkeit von 7/8, das heißt in 87,5 Prozent aller Fälle.


    Spielen wir noch einen Fall durch. Angenommen, Sie wählen die Folge rot – rot – schwarz. Dann setzt der Teufel schwarz – rot – rot dagegen – und gewinnt in 75 Prozent aller Fälle. Und zwar aus folgendem Grund: Angenommen, die Kugel fällt die ersten beiden Male auf rot. Dann gewinnen Sie garantiert, denn die Kugel könnte noch ein paarmal auf rot fallen, aber irgendwann fällt sie auf schwarz. Und dann ist die Folge rot – rot – schwarz realisiert, und zwar bevor die Folge schwarz – rot – rot realisiert ist. Die Wahrscheinlichkeit für zweimal rot hintereinander ist 1/2·1/2 = 1/4. In diesen 25 Prozent aller Fälle gewinnen Sie, und sonst der Teufel! Wenn die Kugel zuerst auf einem schwarzen Feld landet, dann kommen vielleicht noch ein paar schwarze Felder, aber irgendwann ein rotes. Wenn zwei rote Felder kommen, hat der Teufel gewonnen. Wenn auf das eine rote wieder ein schwarzes folgt, hat keiner von beiden seine Folge erzielt, aber es startet wieder mit schwarz. Das heißt: Es kann zwar lange dauern, bis der Teufel gewinnt, aber Ihre Folge kommt definitiv nicht vor seiner! Also wird er irgendwann gewinnen. Und er gewinnt auch, wenn die ersten beiden Farben rot – schwarz lauten.


    Aus der folgenden Tabelle können Sie entnehmen, welche Folge der Teufel wählt und mit welcher Wahrscheinlichkeit er dann gewinnt:

  


  


  
    
      	Ihre Wahl

      	Des Teufels Wahl

      	Gewinnwahrscheinlichkeit
    


    
      	r-r-r

      	s-r-r

      	7/8
    


    
      	r-r-s

      	s-r-r

      	3/4
    


    
      	r-s-r

      	r-r-s

      	2/3
    


    
      	r-s-s

      	r-r-s

      	2/3
    


    
      	s-r-r

      	s-s-r

      	2/3
    


    
      	s-r-s

      	s-s-r

      	2/3
    


    
      	s-s-r

      	r-s-s

      	3/4
    


    
      	s-s-s

      	r-s-s

      	7/8
    

  


  Spielkarten umdrehen


  Vor Ihnen liegt auf dem Tisch eine Reihe von Spielkarten, viele, eine hinter der anderen und alle verdeckt.


  Nun kommt ein erstes kleines Teufelchen und dreht alle Karten um. Dann kommt das zweite Teufelchen und dreht jede zweite Karte um, also die Karten Nr. 2, Nr. 4, Nr. 6 und so weiter. Dann kommt das Dreier-Teufelchen und dreht jede dritte Karte wieder um: die Nr. 3, die Nr. 6, die Nr. 9 und so weiter. Wenn eine diese Karten offen lag, wird sie jetzt verdeckt, wenn sie verdeckt war, liegt sie anschließend offen.


  Dann kommt das Vierer-Teufelchen, das jede vierte Karte umdreht, das Fünfer-Teufelchen, das jede fünfte Karte umdreht, und so weiter. Insgesamt gibt es genau so viele Teufelchen wie Spielkarten. Manche Karten werden also aufgedeckt, wieder zugedeckt, aufgedeckt und so weiter.


  Wenn all die Teufelchen ihre Arbeit getan haben, welche Karten sind dann aufgedeckt?
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    Tipp: Woran liegt es, ob eine Karte von einem bestimmten Teufelchen umgedreht wird oder nicht?
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    Lösung: Die erste Karte wird nur von dem ersten Teufelchen aufgedeckt und bleibt dann für alle Zeiten so. Die zweite Karte wird aufgedeckt, vom Zweier-Teufelchen wieder umgedreht und dann nicht mehr angefasst. Sie ist also verdeckt. Ebenso die dritte Karte.


    Bei der vierten wird es spannend: Diese wird aufgedeckt, vom Zweier-Teufelchen umgedreht und vom Vierer-Teufelchen wieder aufgedeckt. Die vierte Karte ist also aufgedeckt.


    Allgemein kann man sich überlegen, dass die Karten, deren Nummer eine Quadratzahl ist, also 1, 4, 9, 16 und so weiter, aufgedeckt bleiben, alle anderen sind verdeckt.


    Die Begründung dafür liegt in einer besonderen Eigenschaft der Quadratzahlen oder, genauer gesagt, ihrer Teiler. Jedes Teufelchen entspricht einem Teiler. Ob eine Karte von einem bestimmten der Teufelchen umgedreht wird oder nicht, hängt davon ab, ob die Nummer des Teufelchens einem Teiler der Zahl entspricht. So wird zum Beispiel die zwölfte Karte vom ersten, vom zweiten, vom dritten, vom vierten, vom sechsten und vom zwölften Teufelchen umgedreht, weil die 12 genau von den Zahlen 1, 2, 3, 4, 6, und 12 ohne Rest geteilt wird.


    Jede Zahl ist mindestens durch sich selbst und durch die Zahl 1 teilbar. Das heißt, dass jede Karte mit einer Nummer größer als 1 mindestens zweimal umgedreht wird. Zahlen, die keinen weiteren Teiler haben, nennt man Primzahlen. Die meisten Zahlen jedoch haben weitere Teiler: So ist die Zahl 6 durch 1, 2, 3 und 6 teilbar. Das heißt, dass sie insgesamt von vier Teufelchen umgedreht wird. Da sie – wie alle anderen Karten – zu Beginn verdeckt lag, ist sie auch am Ende verdeckt.


    Das Besondere bei den Quadratzahlen ist, dass sie eine ungerade Zahl von Teilern haben. Und jede Zahl mit einer ungeraden Anzahl von Teilern bleibt am Schluss offen liegen. Umgekehrt haben alle anderen Zahlen, die keine Quadratzahlen sind, gerade Anzahlen von Teilern und werden daher verdeckt.

  


  
    10.

    Zaubern
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  Alles will zur Vier


  Suchen Sie sich eine beliebige Zahl aus. Mit großen Zahlen ist dieser Trick besonders eindrücklich! Schreiben Sie die Zahl auf: zunächst in Ziffern, dann in Buchstaben. Dann zählen Sie die Buchstaben der ausgeschriebenen Zahl. Die Anzahl schreiben Sie wieder in Worten auf und zählen die Buchstaben.


  


  Ein Beispiel:


  


  
    
      	2 763 539

      	zweimillionen

      siebenhundertdreiundsechzigtausend

      fünfhundertneununddreißig
    


    
      	72

      	zweiundsiebzig
    


    
      	14

      	…
    

  


  


  Wie geht es weiter? Probieren Sie verschiedene Zahlen aus. Wie enden die Ketten?
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    Tipp: Die Auswahl von Zahlen, an denen die Kette enden kann, ist sehr klein. Welche sind möglich? Wird immer eine solche Zahl erreicht?
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    Lösung: Betrachten wir dieses Rätsel von seinem Ende. Die Zahlenkette endet, wenn eine Zahl erreicht wird, bei der die Anzahl der Buchstaben dem Betrag der Zahl entspricht. In der deutschen Sprache gibt es nur eine solche Zahl, nämlich die Zahl vier. Sicher sind Sie auch bei Ihrem Durchlauf auf der Vier gelandet!


    Der zweite Grund, weshalb der Trick funktioniert, liegt darin, dass die Anzahl der Buchstaben, die man braucht, um eine Zahl darzustellen, gerade bei großen Zahlen viel kleiner ist als der Wert der Zahl. Unser Beispiel zeigt dies deutlich: Für die Zahl 2 763 539 brauchen wir gerade mal 72 Buchstaben!


    Es gibt noch sieben weitere Zahlen, die mit genau vier Buchstaben geschrieben werden: eins, zwei, drei, fünf, acht, neun und zehn. Sie führen auf direktem Weg zur Vier. Die fehlenden einstelligen Zahlen sieben und sechs mit sechs beziehungsweise fünf Buchstaben leiten über die Zahl fünf ebenfalls zur Vier.


    Auf der Übersicht ist dargestellt, auf welchem Weg man von zweistelligen Zahlen zur Vier gelangt. Durch den systematischen Aufbau der Zahlwörter, bei dem die immer gleichen Wortteile miteinander kombiniert werden, sind nur bestimmte Anzahlen möglich, die sich stetig wiederholen. Die fett markierten Zahlen in der Übersicht zeigen, auf welchen Zahlen man für den Bereich von 100 bis 999, also bei dreistelligen Zahlen, landet.

  


  


  Zusatzaufgabe: Funktioniert dies Trick auch auf Englisch? Französisch? Italienisch?
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  Europäisches Obst


  Für diesen Rechentrick müssen Sie sich eine persönliche geheime Zahl wählen. Damit es gut funktioniert, nehmen Sie Ihre Lieblingszahl aus dem Bereich von 1 bis 10. Anschließend führen Sie mit Ihrer Zahl drei einfache Rechenoperationen durch.


  Zunächst multiplizieren Sie Ihre Zahl mit 9.


  Von der jetzt berechneten Zahl bilden Sie die Quersumme, das heißt, Sie addieren die Ziffern der Zahl. Beispielsweise hat die Zahl 61 die Quersumme 7, da 6 + 1 = 7 ist.


  Vom Ergebnis ziehen Sie dann noch 5 ab.


  


  Die so entstandene Zahl wird dann in einen Buchstaben übersetzt. Nehmen Sie denjenigen Buchstaben aus dem Alphabet, der an der entsprechenden Stelle steht: 1 = A, 2 = B, 3 = C … Schließlich benötigen Sie noch zwei Begriffe, die mit diesem Buchstaben beginnen. Als Erstes ein Nachbarland von Deutschland, das mit Ihrem Buchstaben anfängt. Und als Zweites eine Frucht mit dem gleichen Anfangsbuchstaben. Dabei sind auch exotischere Früchte zugelassen, falls Ihnen nichts anderes einfällt.


  Diesen Trick sollte man mindestens zu zweit machen. Jeder startet mit seiner persönlichen geheimen Zahl und rechnet still mit. Wenn alle ein Land und eine Frucht gefunden haben, verrät eine Person ihre Begriffe.
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    Tipp: Der Trick liegt im kleinen Einmaleins!
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    Lösung: Was haben Datteln mit Dänemark zu tun?


    Nichts! Außer, dass jeder dieses Ergebnis bekommt. Damit das funktioniert, ist der erste Rechenschritt entscheidend: mal neun. Das kleine Einmalneun hat die Eigenschaft, dass die Quersumme aller Zahlen identisch ist: immer neun! Die Einer-Stelle nimmt immer um 1 ab, während die Zehnerstelle jeweils um 1 mehr wird. So bleibt die Summe der Ziffern gleich. Auch wenn verschiedene Personen mit verschiedenen Zahlen starten, rechnen alle mit dem gleichen Zwischenergebnis weiter, nachdem sie die Quersumme gebildet haben.


    Die restlichen Schritte haben weniger mit Mathematik als vielmehr mit der deutschen Sprache zu tun: Entscheidend ist das Obst. Es ist gar nicht so einfach, ein Obst mit dem Anfangsbuchstaben „D“ zu finden. Nur Datteln sind möglich. Bei den Ländern kann man leicht herausfinden, dass es nur eine Möglichkeit gibt.

  


  


  Zusatzaufgabe: Diesen Trick kann man beliebig variieren und ausgestalten. Einen anderen Buchstaben aus dem Alphabet bekommen Sie durch eine andere Addition oder Subtraktion als letzten Rechenschritt! So kann zum Beispiel der Anfangsbuchstabe des Namens eines Geburtstagskindes herauskommen.


  Vertauschte Ziffern


  Dies ist ein phantastischer Zaubertrick – der ohne jedes Training funktioniert. Der Zauberer fordert Sie auf: „Denken Sie sich eine fünfstellige Zahl und schreiben Sie sie auf ein Blatt Papier – ohne dass ich sie sehe. Nun vertauschen Sie die Ziffern dieser Zahl irgendwie. Sie müssen nur darauf achten, dass die Anzahl der Ziffern beibehalten wird. Wenn Ihre Zahl zum Beispiel zweimal die Ziffer 3 enthält, müssen auch bei der permutierten Zahl zwei Dreien erscheinen.


  Nun haben Sie zwei Zahlen, von denen eine kleiner als die andere ist. Ziehen Sie bitte die kleinere von der größeren ab.


  Bei der Zahl, die Sie erhalten haben, kringeln Sie bitte eine Ziffer ein. Falls eine Null dabei sein sollte, kringeln Sie bitte nicht die Null ein, die ist ja schon ein Kringel.


  Nennen Sie mir jetzt die anderen Ziffern – ich werde daraus sofort die von Ihnen eingekreiste Ziffer bestimmen können!“


  Wenn Sie zum Beispiel 5 0 8 9 sagen, so wird der Zauberer ohne zu zögern die Ziffer 5 nennen.


  


  Anleitung für den Zauberer: Der Zauberer addiert die Ziffern, die Sie ihm nennen, und ergänzt die so entstandene Zahl zum nächsten Neunervielfachen! In unserem Beispiel rechnet er 5 + 0 + 8 + 9 = 22, und ergänzt diese Zahl zu 27. Seine Antwort ist also 5.


  


  Warum funktioniert dies?


  


  
    [image: Abbildung]


    Tipp: Schauen Sie sich in Ihrem Beispiel die Quersummen an: Die Quersumme Ihrer Zahl, die Quersumme der permutierten Zahl und die Quersumme der Differenz.
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    Lösung: Die Anleitung für den Zauberer funktioniert nur, wenn die Quersumme der Differenz immer eine Neunerzahl ist. Das ist genau dann der Fall, wenn die Differenz selbst durch 9 teilbar ist. Warum ist das der Fall?


    Dazu müssen wir eine mathematische Tatsache verwenden. Für jede natürliche Zahl gilt nämlich, dass der Rest, der bei der Division der Zahl durch 9 entsteht, der gleiche ist wie der Rest, der bei der Division der Quersumme durch 9 entsteht. Zum Beispiel hat 1435 bei Division durch 9 den Rest 4, denn es gilt 1435 = 9·159 + 4. Andererseits ist die Quersumme von 1435 gleich 13, und 13 hat bei Division durch 9 auch den Rest 4.


    Nun können wir die Aufgabe analysieren. Klar ist, dass Ihre Ausgangszahl und die permutierte Zahl die gleiche Quersumme haben, denn die Ziffern werden ja nur in verschiedener Reihenfolge addiert.


    Nach der eben beschriebenen mathematischen Tatsache haben also die beiden Zahlen den gleichen Neunerrest. Wenn man nun die kleinere von der größeren abzieht, verschwindet sozusagen der Rest; das heißt, die Differenz ist durch 9 teilbar. Also ist auch deren Quersumme eine Neunerzahl, und somit funktioniert der Trick in jedem Fall.

  


  Teile und gewinne


  Stellen Sie sich die Skatkarten vor: vier Farben (Kreuz, Pik, Herz, Karo) und in jeder Farbe acht Karten (Sieben, Acht, Neun, Zehn, Bube, Dame, König, Ass). Insgesamt also 32 Karten. Nun denke ich mir eine Karte. Sie sollen rausbekommen, welches meine Karte ist. Dazu dürfen Sie mir Fragen stellen – allerdings nur Fragen, die ich mit Ja oder Nein beantworten kann. Zum Beispiel könnten Sie fragen: Ist es die Herz-Dame?


  Ihre Aufgabe ist es, eine Strategie zu entwickeln, um mit möglichst wenigen Fragen garantiert die richtige Karte ermitteln. Sie gewinnen, wenn Sie es mit maximal fünf Fragen schaffen!
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    Tipp: Wie würden Sie fragen, wenn ich nur vier Karten hätte, also zum Beispiel in Herz Bube, Dame, König, As?

  


  
    [image: Abbildung]


    Lösung: Die Idee besteht darin, mit jeder Frage die Anzahl der verbleibenden Möglichkeiten zu halbieren – und zwar unabhängig davon, ob die Antwort „Ja“ oder „Nein“ ist. Mit anderen Worten: Wenn man richtig, nämlich „fifty-fifty“ teilt, gewinnt man garantiert.


    Die erste Frage könnte also sein: „Ist die Kartenfarbe Rot?“ Wenn ja, handelt es sich um Herz oder Karo, wenn nein, um Kreuz oder Pik. In jedem Fall haben Sie die Anzahl der Möglichkeiten auf 16 reduziert.


    Mit der nächsten Frage („Ist es Herz?“) reduzieren Sie auf acht Karten. Dann auf vier, dann auf zwei, und mit der fünften Frage haben Sie die Karte gefunden!

  


  


  Zusatzaufgabe: Auf der Erde leben derzeit knapp 7 Milliarden Menschen. Welches ist die kleinste Anzahl von Ja-Nein-Fragen, mit denen Sie einen beliebigen Menschen identifizieren können?


  


  Eine Funktion ist eine Zuordnungsvorschrift, bei der einer Menge von Elementen (zum Beispiel den Bewohnern einer Stadt) ein Element aus einer anderen Menge (zum Beispiel das Alter) zugeordnet wird. Die meisten Funktionen in der Mathematik ordnen Zahlen andere Zahlen zu.


  Exponentialfunktionen beschreibt man mit einer Gleichung der Form y = ax, wobei a eine Zahl größer Null und ungleich 1 ist. In den Beispielen ist a = 2, da sich die Zahl der Möglichkeiten, die Sie in den Griff bekommen, mit jeder Frage verdoppelt. Exponentialfunktionen haben eine tückische Eigenschaft: Sie starten ganz harmlos und liefern ab einem gewissen Punkt riesige Ergebnisse. Eine Frage reicht nur für zwei Spielkarten, zwei Fragen für vier, aber schon mit fünf Fragen können Sie 32 Karten abdecken. Bei zehn Fragen sind es sogar schon 1024. So steigt die Anzahl rasant weiter bis in beliebig große Zahlbereiche.


  Zahlen raten


  Denken Sie sich eine dreistellige Zahl, ohne sie zu verraten. Einzige Bedingung: Die Zahl muss aus drei verschiedenen Ziffern bestehen. Eine Wiederholung von Ziffern ist nicht erlaubt. Bilden Sie aus denselben Ziffern eine neue dreistellige Zahl, indem Sie die Reihenfolge der Ziffern umkehren. Ziehen Sie die kleinere Zahl von der größeren ab und nennen Sie nur die letzte Ziffer der Differenz. Dann kann ein Eingeweihter sofort die komplette Zahl nennen.


  Ein Beispiel: 621 – 126 = 495. Wird die Ziffer „fünf“ genannt, ist sofort klar, dass das Ergebnis „495“ sein muss! Aber warum?
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    Tipp: Im Ergebnis steckt die Neun zwei Mal!
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    Lösung: Alle Ergebnisse haben zwei gemeinsame Eigenschaften, die beide mit der Neun in Zusammenhang stehen. Bei mehrmaligem Versuchen wird offensichtlich, dass in der Mitte immer eine Neun steht. Und die erste und die letzte Ziffer ergeben als Summe ebenfalls die Neun. Wird wie im Beispiel die Fünf als letzte Ziffer genannt, muss man diese nur von der Neun abziehen, um die erste Ziffer zu erhalten.


    Woran es liegt, dass sich die erste und die letzte Ziffer jeweils zu neun ergänzen, kann man sich an einem Beispiel verdeutlichen: Die eine Zahl aus drei Ziffern sei „abc“ die andere „cba“. Beide werden voneinander abgezogen:


    


    
      
        a b c

      


      
        - c b a

      

    


    


    Für diese Subtraktion wurden die beiden Zahlen so angeordnet, dass oben die größere und unten die kleinere steht. Daher muss a größer als c sein und umgekehrt c kleiner als a.


    Beginnt man, wie beim schriftlichen Subtrahieren üblich, mit der letzten Stelle, so muss man rechnen c – a. Da c aber kleiner ist als a, nehmen wir zehn Einer aus der Anzahl b der Zehner. So ergibt sich für die letzte Stelle 10 + c – a.


    An der mittleren Stelle stehen – durch die Subtraktion an der letzten Stelle – leider nicht mehr zwei gleiche Ziffern, sondern oben das um eins verminderte b, so dass man auch hier auf die nächste, die Hunderterstelle zugreifen muss: 10 + (b – 1) – b = 9. Damit ist zumindest schon für die Neun in der Mitte eine Erklärung gefunden.


    Noch ein letzter Schritt, um die ersten beiden Ziffern an der Hunderterstelle zu subtrahieren: Wieder wurde die obere Ziffer im vorhergehenden Schritt um eins vermindert, und die untere wird davon abgezogen: a – 1 – c ist das Ergebnis an der ersten Stelle.


    Schließlich werden noch die Ergebnisse der ersten und der letzten Stelle addiert, um zu überprüfen, ob diese zusammen die Summe neun ergeben: a – 1 – c + 10 + c – a = 9.

  


  Die zwei Euro-Wette


  Ein Schüler wettete, dass es möglich sei, ein Zwei-Euro-Stück durch ein Loch in einem Blatt Papier hindurchzustecken, welches einen Durchmesser von 20 mm hat. Dabei sollte das Blatt nicht eingerissen werden! Er hat die Wette gewonnen, aber wie?
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    Tipp: Man darf nicht nur auf den Durchmesser des Loches achten, sondern muss auch seinen Umfang berücksichtigen!
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    Lösung: Das Zwei-Euro-Stück hat einen Durchmesser von rund 26 mm und ist damit eindeutig zu groß, um es einfach durch das Loch fallen zu lassen. Der Trick liegt darin, dass die geringe Dicke der Münze ausgenutzt wird.


    Bevor die Münze hindurchpasst, wird das Blatt Papier gefaltet. Die Faltkante muss genau durch die Mitte des Lochs verlaufen. Dann legt man die Münze von innen an das gefaltete Loch und hebt die Faltkante an den Enden nach oben. Dadurch vergrößert sich das Loch im Blatt, bis die Münze hindurchpasst.


    Diesen Trick kann man ebenso für beliebige andere Geldstücke durchführen. Dabei muss man beachten, dass das Schlupfloch im gefalteten Blatt immer maximal halb so groß wie der halbe Umfang des Loches wird und es ein wenig größer als die Münze sein muss. Der Umfang des Lochs ist 3,14 (π) mal so groß wie der Durchmesser. In unserem Fall mit 20 mm Lochdurchmesser beträgt der halbe Umfang ca. 31,4 mm.
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  Alterstrick


  Ich erzähle Ihnen einen Zaubertrick. Sie bekommen etwas heraus, was Sie schon längst wissen – was Sie aber sehr verblüffen wird!


  Denken Sie sich eine Zahl zwischen 1 und 7. Sie können sich dazu etwas Schönes vorstellen, zum Beispiel Knobelaufgaben lösen. Das machen Sie gerne an einem Tag in der Woche oder an zwei oder an drei – oder an allen sieben Tagen der Woche. Mathematisch nüchtern: Eine Zahl zwischen 1 und 7.


  Mit dieser Zahl machen wir jetzt fünf Operationen.


  Die erste ist ganz einfach und heißt: mal 2.


  Die zweite ist noch einfacher: plus 2.


  Jetzt wird’s ein bisschen schwierig: mal 50. Merken Sie sich das Ergebnis gut.


  Vielleicht hatten Sie im Jahr 2010 schon Geburtstag. Dann addieren sie jetzt 10. Wenn Ihr Geburtstag noch kommt, dann addieren Sie nur 9.


  Als Letztes kommt die schwierigste Operation. Sie sind in irgendeinem Jahr geboren. Wenn Sie zum Beispiel 1950 geboren sind, dann müssen Sie von Ihrer Zahl 50 abziehen. Wenn Sie 1987 geboren sind, dann müssen Sie 87 abziehen. – Also minus Geburtsjahr – ohne das „Neunzehnhundert“.


  Nochmals den Trick in Kurzform: mal 2, plus 2, mal 50, plus 10 oder plus 9, je nachdem, ob Sie schon Geburtstag hatten oder nicht, minus Geburtsjahr.


  Wenn Sie das alles richtig gemacht haben, dann haben Sie jetzt eine dreistellige Zahl erhalten, die viel über Sie verrät. Die erste Ziffer, also die Hunderterziffer, ist Ihre geheime Zahl – und die beiden letzten Stellen sind Ihr Alter!
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    Lösung: Wir nennen Ihre geheime Zahl x. Durch die erste Operation erhalten Sie 2x, durch die zweite 2x + 2, und durch die dritte 50 · (2x + 2) = 100x + 100. Nehmen wir an, dass Sie in diesem Jahr schon Geburtstag hatten. Dann berechnen Sie jetzt die Zahl 100x + 110, und schließlich 100x + 110 – j, wenn j Ihr Geburtsjahr ist.


    Wie berechnet sich das Alter aus dem Geburtsjahr? Wenn Sie im Jahr j geboren sind, waren Sie im Jahr 2000 genau 100 – j Jahre alt. Wenn Sie zum Beispiel 1983 geboren wurden, waren Sie 2000 genau 17 Jahre alt, also 100 – 83. Im Jahr 2010, also 10 Jahre später, sind Sie also 100 – j + 10 = 110 – j Jahre alt.


    Sie sehen, Ihr Alter ist ein Summand der erhaltenen Zahl. Der andere Summand ist 100x, und das bedeutet, dass Sie Ihre geheime Zahl an der Hunderterstelle finden.

  


  


  Frage: Dieser Zaubertrick funktioniert nur im Jahr 2010, denn im nächsten Jahr sind wir alle, ob wir’s wollen oder nicht, ein Jahr älter. – Wie lautet der entsprechende Trick im Jahr 2011?


  Literaturangaben


  Wenn Sie weiterknobeln wollen, seien Ihnen die folgenden Bücher und Internetseiten ans Herz gelegt.


  


  Die Klassiker sind die Bücher von Sam Lloyd und von Martin Gardner. Diese lohnen sich immer.


  


  Heinrich Hemme hat zahlreiche Bücher geschrieben; neben genauen Quellenangaben besteht der Reiz seiner Darstellungen darin, dass er Lösungen stufenweise verrät. Die besten Knobeleien hat er unter dem Titel „Mensch ärgere dich nicht“ (rororo 2003) versammelt.


  


  Die folgenden Bücher sind sehr schön illustriert (und sehr preisgünstig): Ivan Moscovich: Brainmatics. Logische Rätsel 1. Tandem 2009 Ivan Moscovich: Brainmatics. Logische Rätsel 2. Tandem 2009


  


  Auch die folgenden Bücher können ohne spezielle mathematische Vorkenntnisse genossen werden, wobei es den Autoren auch darauf ankommt, die dahinter stehende Mathematik zu zeigen: Carla Cederbaum: Wie man einen Schokoladendieb entlarvt. Herder 2008 Ian Stewart: Kopfzerbrecher. 30 mathematische Rätsel. Piper 2008


  Die Känguru-Aufgaben bilden eine besondere Kategorie. Es sind „nur“ Ankreuzaufgaben, aber verschiedene Aufgaben für unterschiedliche Altersstufen – und sie zeugen von sicherem mathematischen „Geschmack“: M. Noack, R. Geretschläger, H. Stocker (Hg.) Mathe mit dem Känguru. Die schönsten Aufgaben von 1995 bis 2005. Hanser 2007. M. Noack, R. Geretschläger, H. Stocker (Hg.) Mathe mit dem Känguru. Die schönsten Aufgaben von 2006 bis 2008. Hanser 2009.


  


  Für Fortgeschrittene empfiehlt sich das Buch Michael Engel: Denksporträtsel für Geniale. Wien 2001.


  


  Sehr Fortgeschrittene werden das folgende Buch genießen können: Peter Winkler: Mathematische Rätsel für Liebhaber. Spektrum Taschenbuch 2008.


  


  Im Internet findet man u.a. auf den folgenden Seiten reiches Material:

  www.mathe-kaenguru.de

  www.mathematik-olympiaden.de

  http://www.brd.nrw.de/BezRegDdorf/hierarchie/lerntreffs/

  mathe/structure/home/knobelarchiv.php

  www.mathe-spass.de/kinder.htm
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