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   1.            [bookmark: _Toc122799836]Vorwort
 
    
 
   „Mathe ist doof!“ ist sicher ein Stoßseufzer, dem viele zustimmen dürften. Da ich nun berufsbedingt schon sehr viele Menschen mit Mathe „gequält“ habe, habe ich diese Aussage schon mehr als einmal gehört.
 
   Obwohl mir Mathematik meistens Spaß macht und ich Mathe ganz und gar nicht doof finde, habe ich mir oft Gedanken gemacht, weshalb das wohl so ist. Manches war mir nicht weiter rätselhaft, manches hat sich mir erst im Lauf der Jahre erschlossen. Besonders auch durch die eigene Beschäftigung mit dem Phänomen „Rechenschwäche“ wurde mir dabei mehr und mehr bewusst, dass besonders auch die scheinbar so „einfachen“ mathematischen Operationen äußerst komplex und schwierig sind, wenn man sie wirklich tiefer gehend verstehen will. Gleichzeitig kann man aber ziemlich lange einigermaßen „erfolgreich“ in der Schulmathematik bestehen, ohne dass sich einem die Mathematik selbst wirklich erschließt.
 
   Zur Freude vieler Mathematikliebhaber rollte und rollt die „Sudoku“-Welle über unser Land. Der Erfolg dieser intelligenten Zahlenrätsel zeigt, dass man mit Mathematik tatsächlich Massen begeistern kann – so, wie das auch in den 80er Jahren mit dem legendären „Zauberwürfel“ der Fall war. Doch was entdeckte ich dazu in einem Supermarkt? Dort wurden kleine elektronische Sudoku – Spiele angeboten mit folgendem Werbetext: „Lösen Sie die faszinierenden Rätsel durch reine Logik – ohne Mathematik“!
 
   Wie sehr muss der Ruf der Mathematik lädiert sein, wenn man sie so sehr verleugnet! Dabei sind die Sudokus Mathematik in Reinkultur. „Lernen Sie die Weltsprache des 21. Jahrhunderts, die Sprache Shakespeares, Lockes, Wildes und Twains – ohne Englisch!“ – diesen Schwachsinn würde jeder sofort als solchen entlarven.
 
   Es ist also Zeit, nach Gründen für den schlechten und so ungerechten Ruf der Mathematik zu suchen und einige Suchergebnisse zu veröffentlichen!
 
   Die Frage, die sich mir stellte, als ich auf die Idee kam, einige zum Verstehen dieser Zusammenhänge hilfreichen Fakten in einem Buch zusammenzutragen, war: In welcher Form soll das geschehen?
 
   Um das Buch für jederfrau und –mann lesbar zu gestalten, habe ich mich für den Erzählstil entschieden und gleichzeitig darum bemüht, inhaltlich nicht zu verflachen. Natürlich kann es dabei der Fall sein, dass einzelne Passagen Fachleuten zu banal, andere Laien immer noch „zu mathematisch“ sind, aber trotzdem bin ich zuversichtlich, dass vieles von dem, was auf den nächsten Seiten steht, sowohl für interessierte Laien als auch für zukünftige und aktuelle Mathematiklehrerinnen und –lehrer unterhaltsam, interessant und auch relevant ist.
 
   Mein Dank gilt vor allem meinen Schülern – von den Erstklässern über die Hauptschüler, Studenten bis zu den Lehrern in der Fortbildung – die mir mit ihren klugen Fragen (die sie oft selbst entschuldigend als „dumme Fragen“ bezeichnet haben) regelmäßig die Augen geöffnet und das Schwierige im vermeintlich so Einfachen offenbart haben.
 
   Den Hintergrund für die Auswahl der mutmaßlichen mathematischen Gemeinheiten bildet eine zehnjährige Lehrertätigkeit an Grund- und Hauptschulen und eine mehrjährige Erfahrung als Lehrerausbilder in der ersten (Hochschule), zweiten (Vorbereitungsdienst) und dritten (berufsbegleitende Fortbildung) Phase.
 
   


  
 


 
   2.            Wozu denn dieses Mathe?
 
    
 
   Jean Le Rond d’Alembert, der große französische Mathematiker und Philosoph des 18. Jahrhunderts, war so angetan von der Mathematik, dass er sie als ein Geschenk an die Menschheit empfand:
 
   „Die Mathematik ist eine Art Spielzeug, welches die Natur uns zuwarf zum Troste und zur Unterhaltung in der Finsternis.“
 
   Wie zynisch muss das klingen in den Ohren der Vielen, bei denen der Gedanke an die Mathematik gänzlich andere Assoziationen weckt. Ein Spielzeug? Trost? Unterhaltung? Handelt es sich nicht vielmehr um ein Folterwerkzeug, das die Schule den Lehrern zuwarf zum Schrecken und zur Disziplinierung? Eine Welt des Schreckens, deren abgrundtiefe Gemeinheit noch zusätzlich darin besteht, dass sie für uns alle auch lebensnotwenig sein soll – wir also für erlittene Qualen dankbar sein sollten! Die Mathematiklehrer als Inquisitoren, bedacht auf unser Seelenheil – mit Daumenschrauben und ähnlich unterhaltsamen Gerätschaften als Spielzeug und der mathematischen Absolution in Form bestandener Prüfungen als Trost?
 
   Zugegeben: Jedem wird schnell klar, dass an der Behauptung, Mathematik sei auch außerhalb der Schule nützlich, etwas dran sein muss – wenigstens gilt das für denjenigen Teil der Mathematik, den wir alle noch problemlos verstanden zu haben glauben, also so etwa den Stoff der Grundschule. Mit zunehmender Kompliziertheit der Materie wird die Zahl der Menschen, die jene Bereiche der Mathematik ebenfalls noch als nützlich und wichtig in ihrem Leben akzeptieren, deutlich geringer – und schließlich bleiben nur noch ganz wenige übrig, für die Mathematik auch jenseits der Inhalte von Klasse 10 brauchbar erscheint. Das ist natürlich ein Zerrbild, sagen die Mathematiker, und das völlig zu Recht. Genau so ist es aber, sagen diejenigen, die mit der Mathematik jenseits eines um etwas Bruch- und Prozentrechnen erweiterten Grundschulstoffs abgeschlossen haben – und liegen aus ihrer Sicht ebenfalls gar nicht falsch.
 
   Wer um 1900 ein Auto fahren wollte, musste ein ausgewiesener Techniker sein. „Chauffeure“ hießen die Heizer auf den Lokomotiven, die weitaus mehr tun mussten, als Kohlen zu schaufeln, und auch die Chauffeure der Automobile waren nie ohne Werkzeug und Ölkännchen unterwegs. Heute muss man überhaupt keine Ahnung mehr davon haben, was unter der Motorhaube passiert, und dank moderner Technik in einigen Jahrzehnten vielleicht auch nicht mehr davon, was Vorfahrt oder vorausschauendes Fahren bedeuten. Die Technik selbst wird immer komplizierter, ihre Bedienung immer einfacher (natürlich nur, wenn sie auch so funktioniert, wie sie soll – aber das ist ein eigenes Problem). Kein modernes Auto könnte heute von einer einzigen Person erdacht und gebaut werden; dazu bedarf es einer Vielzahl hoch spezialisierter Experten. Obwohl jeder einzelne dieser Experten in seinem Bereich über unglaublich mehr Wissen verfügt als ein Carl Friedrich Benz im Jahre 1885, fiele es den allermeisten wohl überaus schwer, in Eigenregie ein Auto inklusive aller Komponenten neu zu konstruieren und herzustellen.
 
   Es wimmelt in unserer modernen Welt an Technik und an Experten, dabei sehen die „Benutzeroberflächen“ immer weniger nach Technik aus und gleichzeitig gibt es immer weniger Fachleute, die sich umfassend in einem breiten Gebiet auskennen. Unsere Grundkenntnisse sind gewachsen: wir wissen im Prinzip zum Beispiel, wie ein Verbrennungsmotor funktioniert und auch, dass ein Computer ein superschneller Rechner ist – doch hinter all dem wird immer auch die sokratische Erkenntnis sichtbar: Im Grunde wissen wir am besten, dass wir eigentlich so gut wie nichts wissen.
 
   Für die Mathematik gilt Ähnliches. Es wimmelt in unserem Alltag nur so von Mathematik, doch bleibt sie im Wesentlichen unsichtbar. Wem ist schon bewusst, dass er morgens in einem Bett aufwacht, das mit Hilfe der Mathematik geplant, hergestellt, verpackt, transportiert, kalkuliert und verkauft wurde; von einem Wecker geweckt, der ohne Mathematik nicht nur nie hätte hergestellt werden können, sondern auch völlig sinnlos wäre, da wir ohne Mathematik auch keinerlei Vorstellung von Zeit und Raum hätten? Dass ohne Mathematik kein Licht brennen, kein Lebensmittel hergestellt und kein einziges technisches Gerät funktionieren würde? Wer glaubt, wir würden auch ganz gut ohne Mathematik auskommen, der kann genau so gut glauben, dass wir keine Luft zum Atmen brauchen, weil sie ja sowieso immer da ist. Aber sollten wir deswegen alle Mathematiker werden? Nein – genau so wenig, wie wir alle Mechaniker oder gar Ingenieure werden müssen, nur weil wir Auto fahren. Doch über Grundkenntnisse sollten wir alle trotzdem verfügen – nicht nur, um eins und eins zusammenzählen zu können, sondern auch, um eine Ahnung davon zu haben, was um uns herum vorgeht – genau so, wie wir uns beim Auto fahren wohler fühlen, wenn wir wissen, dass uns keine unheimlichen Mächte bewegen, sondern eine durch Verbrennung freigesetzte und raffiniert umgewandelte Energie.
 
   Wir müssten ja nicht unbedingt wissen, dass unsere Erde keine Scheibe ist, dass aus Raupen Schmetterlinge werden und dass andere Menschen andere Sprachen sprechen; wir könnten überleben, ohne je von Mozart, Picasso oder Schiller gehört zu haben und wohl auch in dem Glauben, dass Blitzschläge Zornesausbrüche überirdischer Wesen sind. Das wollen wir aber nicht, denn wir sind zu Recht stolz darauf, dass wir vieles mit unserem Verstand und unserem Geist fassen können – und dass wir nicht „blöd“ sind, darauf legen wir großen Wert.
 
   Immer, wenn unser Geist ins Spiel kommt, haben wir es aber automatisch auch mit Mathematik zu tun. Das wird allein durch die Übersetzung des Wortes „Mathematik“ deutlich, das etwa so viel bedeutet wie „die Kunst, etwas zu lernen und zu wissen“. Warum aber scheint vielen genau diese Kunst dann so schwer zu fallen? Diese Kunst, die unser Gehirn so gut beherrscht wie nichts anderes? Diese Kunst, ohne die unsere Spezies nicht bis heute überlebt, geschweige denn sich so weit entwickelt hätte?
 
   In Wirklichkeit fällt es den allermeisten von uns überhaupt nicht schwer, etwas zu lernen und auch nicht sehr schwer, etwas zu wissen. Allein die Dinge, die wir in den ersten Lebensmonaten gelernt haben, sind an Komplexität kaum zu übertreffen. Was können wir von Geburt an? Schreien und atmen, saugen und reflexartig greifen – sehr viel mehr ist es nicht. Und was können wir mit einem Jahr? Wären wir nicht in der Lage zu lernen, wir wären kaum überlebensfähig. Aus dem Lernen resultiert auch ein Wissen über das Gelernte; dieses kann sehr bewusst oder auch unbewusst gespeichert sein; Lernen ist dauerhafte Veränderung aufgrund von Erfahrung, Wissen die Summe aller „dauerhaften Veränderungen“.
 
   Krabbeln, laufen, sprechen, selbstständig essen – alles Lernprozesse, die Wissenserwerb beinhalten: Wissen über sich selbst und seinen Körper, Wissen über die Umwelt und andere Menschen, Wissen über Sprache und Grammatik und vieles mehr.
 
   Nicht erst dadurch, dass Sie diesen Text bis hierher lesen konnten, haben Sie also eindrucksvoll bewiesen, dass Sie in der Lage sind, etwas zu lernen und etwas zu wissen – Sie sind in gewissem Sinne „Mathematiker“; unabhängig von Ihren Mathematiknoten oder Ihrer Einstellung zu „der Mathematik“.
 
   Mathematik ist überall, es ist sinnvoll, sich mathematisch zu bilden und jeder Mensch bringt die Voraussetzungen mit, dieses erfolgreich tun zu können – und trotzdem (oder vielleicht auch gerade deswegen?) besitzt Mathematik das Potenzial, unzählige Menschen zu traumatisieren; so sehr, dass sie damit kokettieren, Mathematik „ganz schrecklich“ zu finden – wobei sie nie von sich behaupten würden, es „ganz schrecklich“ zu finden, etwas zu lernen.
 
   In diesem Buch soll der Versuch unternommen werden, diesem Phänomen ein wenig auf den Grund zu gehen. Es ist kein Buch für Leute, die felsenfest davon überzeugt sind, dass Mathematik für ihr Leben bedeutungslos ist. Es ist auch kein Buch für Leute, die sich nicht vorstellen können, dass man mit der Mathematik überhaupt Schwierigkeiten haben kann (so wie der französische Mathematiker Jules Henry Poincaré, von dem der Ausspruch überliefert ist: „Ich verstehe nicht, dass man die Mathematik nicht versteht!“). Es ist ein Buch für alle, die neugierig sind, was das Lernen im Allgemeinen und das Lernen von Mathematik im Besonderen betrifft.
 
   


  
 


 
   3.            [bookmark: _Toc122799837]Zur Entlastung der üblichen Verdächtigen
 
    
 
   Verdächtiger Nummer 1: Die Schule.
 
    
 
   Die Schule ist an allem schuld, und dort in erster Linie die Lehrer?
 
   Natürlich gibt es sehr guten und sehr schlechten Mathematikunterricht – nur „produziert“ der Unterricht nicht zwangsweise sehr gute oder sehr schlechte Mathematikschüler. Manche lernen trotz miserablen Unterrichts sehr viel, manche lernen trotz guten Unterrichts sehr wenig. Das ist ein bisschen so wie mit den Zimmerpflanzen: manche verkümmern trotz intensiver Pflege und manche gedeihen, obwohl man sich kaum um sie bemüht. Auch wenn die Wahrscheinlichkeit, schöne Pflanzen zu erhalten, mit zunehmender Pflege steigt, wird es keine Garantien dafür geben.
 
   Der Mathematikunterricht ist häufig besser als sein Ruf, manchmal wesentlich schlechter, taugt aber kaum als Erklärung dafür, weshalb sich viele mit der Mathematik so schwer tun.
 
   Um Mathematik zu verstehen, muss man sie nämlich nicht gut „erklärt bekommen“, sondern sie sich selbst erarbeiten und für sich klären. Dazu kann der Unterricht wirksame Hilfestellung geben oder diese versagen – nicht mehr und nicht weniger. Dieses Buch hält einige Hinweise parat, wie solche wirksamen Hilfen aussehen können und wie wirkungslos manche vermeintlichen „Erfolgsrezepte“ sein können, es verspricht aber an keiner Stelle „wenn man es so und so macht, dann funktioniert es!“. Ein guter Mathematiker ist nicht automatisch ein guter Mathematiklehrer (auch wenn die Ausbildung der Gymnasiallehrer in Deutschland von diesem Grundsatz bestimmt zu sein scheint), und ein guter Pädagoge muss über Mathematik Bescheid wissen, um in der Grundschule Mathematik unterrichten zu können (auch wenn in der Ausbildung vieler Grundschullehrer in Deutschland Mathematik kaum eine Rolle spielt). Trotzdem wäre die Schuldzuweisung an die Schule ein echter Kurz-Schluss, der einer so komplexen Problematik in keinerlei Hinsicht gerecht würde.
 
   


 
   
  
 



Verdächtiger Nummer 2: Die eigene Begabung
 
    
 
   „Ich kann das einfach nicht!“
 
   „Für Mathe muss man eben besonders begabt sein!“
 
   Für Mathematik muss man nur insofern begabt sein, dass man einen wachen Geist besitzt. Eine Qualle ist wahrscheinlich tatsächlich zu unbegabt, um Mathematik betreiben zu können. Wir Menschen hingegen verfügen über ein so wunderbares Organ wie das Gehirn, das es uns z. B. ermöglicht, in der Kälte der Polarregionen genau so zu überleben wie in der tropischen Hitze, obwohl wir körperlich für ein Leben in der einen Umwelt genau so wenig geeignet sind wie in der anderen. Ein Organ, das uns ermöglicht, unsere eher bescheidenen Voraussetzungen zur Lautartikulation so differenziert zu nutzen, dass wir damit in einer unglaublichen Komplexität miteinander kommunizieren können. Ein Organ, das Muster und Strukturen wesentlich schneller identifizieren kann, als selbst teuerste Hochleistungsrechner das können. Ein Organ, das sich in stetiger Wechselwirkung mit der Umwelt verändert und ausdifferenziert – und für das die Mathematik eine der leichtesten Übungen darstellt. So fern Sie also über ein Gehirn verfügen, sind Sie ausreichend für die Mathematik begabt.
 
   Dennoch kann ja die erste Aussage durchaus zutreffen: Ich kann das einfach nicht! Wenn ich in Russland geboren worden wäre, hätte ich sicher Russisch gelernt. Doch leider kann ich fast kein einziges russisches Wort. Das liegt nun aber weder daran, dass ich grundsätzlich nicht in der Lage bin, diese Sprache zu erlernen, noch daran, dass Russisch generell nicht zu lernen wäre. Ich kann kein Russisch, weil ich bisher noch keine Anstrengungen unternommen habe, diesen Zustand zu ändern. Natürlich gibt es Menschen, die leichter eine Fremdsprache lernen als andere Menschen, aber so fern keine schweren geistigen oder sonstigen Störungen vorliegen, ist jeder Mensch grundsätzlich in der Lage, eine neue Sprache zu lernen. Und genau so grundsätzlich ist jeder Mensch in der Lage, Mathematik zu lernen. Die Grundvoraussetzungen für beides, das Lernen von Sprache und das Lernen von Mathematik, ist uns allen angeboren. Beides ist die „Software“, die mit unserer „Hardware“ Gehirn standardmäßig „ausgeliefert“ wird.
 
    
 
    
 
   Verdächtiger Nummer 3: Die Mathematik
 
    
 
   Mathematik zu verstehen ist nur wenigen Eingeweihten vorbehalten, denn sie ist wahnsinnig kompliziert und verschachtelt, sagen die einen. Im Gegenteil: Mathematik ist völlig logisch aufgebaut und deswegen so klar und einfach, wie sonst nichts auf der Welt, sagen die anderen. Bereits Kindergartenkinder nutzen ganz selbstverständlich mathematische Konzepte beim Zählen, beim Zeichnen und Basteln, beim Singen und beim Spielen; in gewissem Sinn ist Mathematik wirklich „kinderleicht“. Alles, was mit Mustern zu tun hat, gehört zur Mathematik im engeren Sinne. Mathematik ist die Sprache unseres Gehirns, das die Welt damit entschlüsselt, beschreibt und gestaltet.
 
   Unstrittig ist, dass die Mathematik ein unglaublich vielseitiges und mächtiges Werkzeug ist, und dass die Mathematiker dieses mächtige Werkzeug mit dem denkbar kleinsten technischen Aufwand entwickeln. Dabei erhebt Mathematik gar nicht den Anspruch, etwas über die Wahrheit der Welt zu erfahren, sie funktioniert einfach. Jeder mathematische Beweis gilt immer nur unter der Voraussetzung, dass die Bedingungen, die man für ihn zu Grunde gelegt hat, stimmen. Letztlich sind das aber Bedingungen, die sich selbst nicht beweisen lassen, sondern von denen wir alle ganz selbstverständlich annehmen, dass sie gegeben sind. (Das gilt zumindest für den Bereich der Mathematik, der in der Schule behandelt wird und auf den sich die Inhalte dieses Buches beschränken).
 
   Niemand kann einfach beweisen, dass 1 und 1 zusammen 2 ergeben, aber niemand wird dieses ernsthaft anzweifeln. So lange die Mathematik auf solchen Selbstverständlichkeiten beruht, steht sie mit keiner unserer alltäglichen Beobachtungen im Widerspruch.
 
   Der deutsche Philosoph Arthur Schopenhauer, seines Zeichens kein Mathematiker, unterschied folgerichtig zwischen der Wahrheit als solcher und den „mathematischen Wahrheiten“. Zu letzteren äußerte er sich wie folgt:
 
   „Selbst Wahnsinnige, wenn sie überhaupt noch verstehen, wovon die Rede ist, sehen die mathematischen Wahrheiten ein!“
 
   Die drei Hauptverdächtigen wurden also in soweit entlastet, dass keinem von ihnen die Alleinschuld an dem teilweise traurigen Zustand des mathematischen Verständnisses gegeben werden kann. Dennoch können sie aber nicht völlig von dem Vorwurf freigesprochen werden, ihren Teil zu der mitunter unglücklichen Situation beizutragen.
 
   Mathematikunterricht vermittelt mitunter das falsche Bild von einer Mathematik, in der immer alles eine berechenbare, eindeutige Lösung besitzt. Eine Frage wie „wie viel Euro kostet ein Dollar?“ wird im Mathematikunterricht nicht gestellt, ohne dass eine Tabelle mit dem Wechselkurs zur Verfügung gestellt wird. Dabei ist das eine komplexe Frage, die ganze Heerscharen von Wirtschaftswissenschaftlern beschäftigen kann. Im Mathematikunterricht wird daraus eine simple Zweisatzaufgabe.
 
   Sich selbst als „mathematisch unbegabt“ zu bezeichnen, ist nicht nur nach wie vor gesellschaftlich akzeptiert (wohingegen kaum jemand öffentlich zugeben würde, nicht richtig lesen zu können), sondern gilt mitunter sogar als schick, verbindet man doch mit mathematisch begabten Menschen eher das Bild von blassen, kurzsichtigen und wenig lebensfrohen Gestalten – was genau so zutreffend ist wie die Klischees von den geizigen Schotten, blonden Schweden und lederbehosten, Bier trinkenden Bayern.
 
   Doch was man sich lange genug selbst einredet, gewinnt seine eigene Wahrheit: Stellen Sie ein Tablett voll mit gefüllten Wassergläsern und tragen Sie dieses mit dem ständig sich wiederholenden Kommentar: „Oh Gott, das kipp’ ich gleich um!“ durch die Gegend, und es ist klar, was passieren wird. Positives Denken kann helfen, negatives Denken schadet bestimmt.
 
   Die Mathematik schließlich – oder, besser gesagt, ihre Verbindung zur real empfundenen Welt – ist nicht annähernd so stimmig, logisch, klar und eindeutig, wie wir im allgemeinen denken, dass sie dieses sei. Besonders deutlich wird das gerade bei den grundlegenden, scheinbar so „einfachen“ und „klaren“ Begriffen. Bevor hierzu etliche Beispiele genannt werden, soll in den nächsten beiden Kapiteln geklärt werden, warum dies der Fall ist. Das hat einiges damit zu tun, wie wir denken und damit, wie wir versuchen, dieses Denken in kommunizierbare Formen zu bringen.
 
   


  
 


 
   4.            [bookmark: _Toc122799838]Begriffe sind nicht leicht zu greifen
 
    
 
   Der Patient kommt aufgebracht zum Arzt. „Das Medikament, das Sie meiner Frau verschrieben haben, hat ihren Zustand nur noch verschlimmert!“ „Haben Sie es Ihr denn genau nach Anweisung gegeben?“, will der Arzt wissen. „Natürlich! Ich habe meine Frau vorher sogar ganz gründlich durchgeschüttelt, so wie es auf der Flasche stand, aber danach ging es ihr gar nicht gut!“.
 
   Was empfinden wir an diesem Kalauer amüsant? Dass jemand den Hinweis „vor Gebrauch schütteln“ falsch versteht und auf das falsche „Objekt“ bezieht? Liegt der Fehler dann nicht an der ungenauen Anweisung, bei der es heißen müsste „das Medikament schütteln?“. In Wirklichkeit käme uns eine solche Formulierung reichlich seltsam vor. Wir reagieren auf zu ausführliche Erläuterungen empfindlich, wenn sie bei uns den Eindruck erwecken, dass uns der oder die Erklärende als geistig minderbemittelt einstufen. Wer je stundenlang versucht hat, ein Computerproblem zu lösen und dann einen Experten befragt hat, um zunächst die Frage zu hören „ist denn der Stecker in der Steckdose eingesteckt?“, weiß, wie sehr wir neunmalkluges Gehabe hassen. Dass umgekehrt bei entsprechenden Computerhotlines Geschichten von Kunden kursieren, deren Problem tatsächlich durch Einstecken des Netzsteckers gelöst werden konnte, zeigt, dass wir auch übermäßige Begriffsstutzigkeit in keiner Weise schätzen.
 
   Dabei ist ein „Begriff“ etwas äußerst komplexes und wesentlich schwieriger zu definieren, als man auf den ersten Blick glauben möchte.
 
   Wir alle können uns unter dem Begriff „Haus“ etwas vorstellen. Aber diese Vorstellungen können sich erheblich unterscheiden. Dabei geht es nicht nur um Größe und Aussehen (von der Hütte zum Wolkenkratzer), sondern auch um die weitere Bedeutung (als Gebäude, als Zuhause, als Behausung im weitesten Sinn, als verbindender Rahmen, als Bezeichnung einer Institution, als konkreter Ort u. a.). Die Bedeutung erschließt sich dabei stets aus dem Zusammenhang:
 
   Das Haus neben der Bäckerei; nach Hause kommen; das Haus der Schnecke; das gemeinsame Haus der Kirche; in unserem Hause; er ist im Haus (und nicht im Garten); sie hat Haus und Hof verspielt; die Spielfiguren stehen sicher im „Haus“; heute ist volles Haus; das „Haus“ der Vierecke (damit meint man in der Mathematik die systematische Zusammenstellung aller möglicher Viereckstypen); auch in zusammengesetzten Wörtern bedeutet das Wort unterschiedliches: Hausarrest, Hausverbot, Hausfrau, Haustür, Hausboot, Haustier, Hausierer, und so weiter.
 
   Eine solche Betrachtung lässt sich zu nahezu jedem Begriff anstellen. Wir assoziieren viele mögliche Bilder und Zusammenhänge, und derjenige Kontext, in dem der Begriff gebraucht wird, stößt auf entsprechendes inneres Echo. Unsere Begriffe sind nicht durch das Auswendiglernen von Definitionen in uns entstanden, sondern durch vielfältige Erfahrungen, Handlungen, Erlebnisse, Versuche und Irrtümer – also durch ein echtes und nachhaltiges Lernen. Dazu haben wir auch die jeweilige Umgebung mitgelernt, innerhalb derer uns der Begriff begegnet ist. Wenn wir nun diesen Begriff verwenden, schwingen diese Nebenbedingungen immer im Hintergrund mit.
 
   Ein Begriff wird durch vielfältige Verknüpfungen für unser Gehirn auch leichter nutzbar: um aktiviert zu werden, muss der Begriff an mehreren „Stationen“ verfügbar sein. Unser Gehirn arbeitet nicht linear wie etwa eine Stromleitung, sondern vernetzt. Erst wenn mehrere „Schalter betätigt“ werden, kann mit der entsprechenden Information weitergearbeitet werden. Dabei ist es eben nicht immer der gleiche „Schalter“, sondern viele ähnliche, die wiederum die Vielfalt eines Begriffes nutzen.
 
   Ganz hilfreich ist in diesem Zusammenhang der Begriff der „Redundanz“. Redundanz ist eine Größe, die die Ähnlichkeit von Informationen beschreibt. Je größer der Neuigkeitsgehalt einer weiteren Information ist, desto weniger redundant ist diese.
 
   Beispiel:
 
   Die Information „Paris ist die Hauptstadt von Frankreich“ dürfte für Sie vollständig redundant sein; die Information „Banjul ist die Hauptstadt von Gambia“ eher nicht. Allerdings ist nun auch die Information „Die Stadt Banjul liegt in Afrika“ redundant – aber nur, falls Ihnen klar war, dass Gambia ein afrikanisches Land ist…
 
   Und an was denken Sie, wenn Sie den Begriff Afrika lesen? Obwohl Sie wahrscheinlich noch nie in Gambia waren, entsteht allein durch das Lesen dieser Zeilen so etwas wie ein Bild von Gambia vor Ihrem „inneren Auge“.
 
   Möglicherweise ist dieses Bild völlig falsch, aber es ist immerhin ziemlich sicher, dass zu diesem Bild keine Eisbären, keine Fachwerkhäuser und keine Hochgeschwindigkeitszüge gehören.
 
   Zum Aufbau von Verknüpfungen und Assoziationen in unserem Gehirn ist Redundanz nicht nur hilfreich, sondern geradezu notwendig. Wären wir nicht in der Lage, Ähnlichkeiten zu erkennen und zu nutzen, müssten wir buchstäblich bei allem, was wir tun, ganz „von vorn“ anfangen.
 
   Wer Auto fahren kann, ist normalerweise in der Lage, sofort mit einem beliebigen serienmäßigen Auto loszufahren, selbst wenn er genau diesen Typ noch niemals vorher gesehen hat. Dass bei der Übertragung von Erfahrungen auf ähnliche Situationen dabei sogar mehr Nebenbedingungen mit übertragen werden, als eigentlich notwendig wären, kann man beim Autofahren gut sehen, wenn man von einem Fahrzeug mit Gangschaltung zu einem Auto mit Automatikgetriebe wechselt: fast zwangsläufig beginnt bei bestimmten Geschwindigkeiten der linke Fuß zu zucken.
 
   Gehören Sie auch zu den Unbelehrbaren, die die Feststellbremse partout als Handbremse bezeichnen und bei denen ein skeptisches Unwohlsein beim Parken am Hang bleibt, so fern man an keinem Hebel zerren kann, mit dem das Auto vermeintlich gesichert wird?
 
   Begriffe sind zwar nicht eindeutig, wecken aber trotzdem bestimmte „Erwartungshaltungen“ in uns.
 
   Denken Sie jetzt bitte einmal kurz an „Fingernägel“.
 
   Und nun nennen Sie bitte eine Farbe und ein Werkzeug.
 
   Grün – Säge? Das wäre Ihnen vielleicht eingefallen, wenn Sie vorher kurz an Weihnachten gedacht hätten. Jetzt kam Ihnen vermutlich eher rot – Hammer oder rot – Feile in den Sinn.
 
   Sie wissen, dass aus Wein destillierter Alkohol farblos ist und die Braunfärbung mancher Erzeugnisse auf Farbstoffen beruht (die auf natürliche Weise aus Holzfässern ausgelöst oder in Form von Karamell zugesetzt wurden). Weshalb wundern Sie sich aber nicht besonders, wenn Ihnen in der Werbung Weinbrand aus Rotwein präsentiert wird, der eine rote Farbe hat? (Die hat er natürlich nur, weil er künstlich gefärbt wurde).
 
   In Experimenten wurde nachgewiesen, dass wir den Geschmack einer Limonade auch nach ihrer Farbe beurteilen. Eine grünlich gefärbte Limonade empfinden wir im direkten Vergleich als erfrischender, eine orange gefärbte Limonade als fruchtiger – selbst dann, wenn beide völlig identisch schmecken.
 
   Eine solche Denkweise ist keineswegs ein Zeichen unserer „Dummheit“, sondern unserer Fähigkeit, anhand weniger Informationen eine komplexe Situation rasch so zu erfassen, dass wir zumindest grob schnell angemessen entscheiden können. In der Natur sind grüne Früchte meistens sauer und orange Früchte fruchtig! Wir sammeln also keineswegs nur „objektive“ Daten, sondern konstruieren uns aus ähnlichen Informationen ähnliche Bilder.
 
   Was dabei „ähnliche“ Informationen sind, wird auch subjektiv bestimmt. Genau so, wie jeder in einer Familie andere Ähnlichkeiten eines Babys zu bestimmten Familienangehörigen entdeckt, findet jeder unter Umständen andere „Ähnlichkeiten“ zwischen eigenen Erfahrungen und neuen Informationen.
 
   Wie bestimmen ein Physiker, ein Ingenieur und ein Betriebswirt die Höhe eines Kirchturms?
 
   Der Physiker steigt mit Ball und Stoppuhr nach oben, lässt den Ball herunterfallen, misst die Zeit bis zum Aufschlag und bestimmt aus diesen Daten die Turmhöhe.
 
   Der Ingenieur sucht im Stadtarchiv nach Plänen oder Tabellen, aus denen er die Höhe ablesen kann.
 
   Der Betriebswirt gibt dem Pfarrer 10 Euro, damit ihm dieser die Höhe des Turmes sagt.
 
   Aber was macht der Mathematiker? Errechnet er die Höhe möglicherweise aus der Länge des Schattens? Muss man in Mathematik immer etwas „rechnen“? Die klügste Herangehensweise, durchaus eine mathematische, ist diejenige, als erstes die Frage zu stellen: Zu welchem Zweck muss man die Höhe des Turmes wissen? – um dann aus mehreren möglichen Verfahren ein angemessenes auszuwählen.
 
   Innerhalb einzelner Verfahren kann die Mathematik – und das ist eine ihrer großen Stärken – durchaus objektiv sein und zwischen „passenden“ und „unpassenden“ Ähnlichkeiten unterscheiden. So sind die Aussagen „Der Turm ist 145 Meter hoch“ und „Der Turm ist 0,145 Kilometer hoch“ völlig redundant, die Aussagen „Der Turm ist 145 Meter hoch“ und „Der Turm ist knapp 150 Meter hoch“ ähnlich, aber nicht gleichwertig und die Aussagen „Der Turm ist 145 Meter hoch“ und „Der Turm ist 142 Meter hoch“ widersprechen sich, sind also (gleichzeitig gemacht) mathematisch „unpassend“.
 
   Will ich die Höhe dagegen nur wissen, um eine grobe Vorstellung davon zu bekommen, muss es mich nicht näher interessieren, ob es denn nun in Wirklichkeit 142 Meter oder 145 Meter sind. Auch mit unscharfen Angaben kann ich mir also einen „Begriff“ von etwas machen.
 
   Aber wie sieht das mit den mathematischen Begriffen aus? Mathematik ist doch, bitte schön, immer logisch und klar.
 
   Die Antwort darauf kann etwas verstörend wirken: Je „komplizierter“ Mathematik wird, desto klarer und logischer ist sie; bei den ganz grundlegenden Vorstellungen und Begriffen haben wir es aber sehr oft mit Unstimmigkeiten, Unschärfen und recht willkürlichen Festlegungen zu tun, die unserem „gesunden Menschenverstand“ durchaus widersprechen können. Wenn manche von uns nie darüber stolpern, kann es auch einfach daran liegen, dass sie zu wenig darüber nachgedacht haben und vieles unreflektiert übernommen haben. Umgekehrt gilt aber auch, dass manche, die daran hängen geblieben und immer nur den Hinweis „aber das ist doch ganz einfach!“ gehört haben, deswegen möglicherweise für sich beschlossen haben „Mathe ist mir zu hoch“ – obwohl das „Hängenbleiben“ durchaus auch gerade ein Hinweis auf kluge, kritische – also im besten Sinne mathematische – Denkweise sein kann!
 
   2 + 2 ist 4, aber – so der Naturwissenschaftler und Schriftsteller Erwin Chargaff – 2 + 2 sind für zwei verschiedene Menschen nicht die gleiche 4!
 
   Bevor einige der erwähnten Klippen mathematischer Grundbegriffe vorgestellt werden, folgt noch ein kleiner Ausflug in den „Mechanismus“ unseres Denkens.
 
   


  
 


 
   5.            [bookmark: _Toc122799839]Falsch verbunden: Hinderliche Hilfen
 
    
 
   Stellen Sie sich bitte eine schöne Winterlandschaft vor. So mit richtig viel Schnee und strahlendem Sonnenschein. Ja? Haben Sie das Bild vor sich? Schnee, Schnee, Schnee?
 
   Dann beantworten Sie bitte gleich die folgende Frage:
 
   Was trinkt die Kuh?
 
    
 
   Sie haben die Antwort „Milch“ gegeben, stimmt’s?
 
   Die Kuh wäre als Nutztier sicher nicht so begehrt, wenn sie die Milch trinken würde statt sie zu „produzieren“. Sie begnügt sich glücklicherweise mit Wasser (es hilft auch nicht, dass sie als junges Tier ja doch Milch trinkt. Eine Kuh ist ein weibliches Rind, das bereits gekalbt hat). Wie kommt die Antwort „Milch“ also zu Stande? Die Antwort ist ziemlich einfach. Der Gedanke an die Winterlandschaft mit Schnee aktiviert unter anderem auch ein Bild von „weiß“. Weiß – Kuh – Getränk? Was sollte das denn sonst sein als Milch?
 
   Ein weiteres schönes Beispiel steht in dem wunderbaren Buch „Der Zahlensinn oder Warum wir rechnen können“ von Stanislas Dehaene:
 
   Nennen Sie eine Zahl zwischen 5 und 12!
 
   Sehr viele Menschen wählen bei dieser Aufgabe die Zahl sieben. Weshalb? Sie ist nicht die „Mitte“ zwischen beiden Zahlen. Aber 12 – 5 = 7 und 5 + 2 = 7; wir können gar nicht anders, als dieses, wenn wir das verinnerlicht haben, gewissermaßen „mitzudenken“.
 
   So hilfreich das einerseits ist, so hinderlich kann es sein, wenn völlig unpassende Assoziationen geweckt werden oder wenn Informationen durch eine Vielzahl ähnlicher Informationen unkoordiniert überlagert (und nicht verständnisvoll verknüpft) werden. In diesem Fall spricht man von „Interferenz“. Ausführlich erläutert ist das beispielsweise in dem Klassiker „Denken-Lernen-Vergessen“ von Frederic Vester.
 
   Hieraus stammt auch die Idee für folgendes Beispiel:
 
   Lassen Sie sich von einer zweiten Person die nachfolgende Zeile langsam und deutlich vorlesen. Versuchen Sie danach, die ersten fünf Zahlen aus dem Gedächtnis aufzusagen.
 
    
 
   7 – 4 – 3 – 7 – 2 – rot – gelb – blau – rot – grün – gelb – rot.
 
    
 
   Das war eine sehr leichte Übung, oder? Jetzt wiederholen Sie die gleiche Aufgabe mit dieser Zeile:
 
    
 
   3 – 5 – 2 – 6 – 5 – 4 – 2 – 5 – 3 – 6 – 2 – 3.
 
    
 
   Jetzt war es wesentlich schwerer: Erstens „schwirrte“ Ihnen noch die erste Aufgabe im Kopf herum und zweitens störten die den „wichtigen“ Zahlwörtern sehr ähnlichen „Füllwörter“ das Behalten zusätzlich.
 
   Gemäß diesem Prinzip können auch manche gut gemeinte Hilfen echte Hindernisse sein. Wenn man als EDV-Dozent an der Volkshochschule wirksam verhindern will, dass die Teilnehmer lernen, wie man Daten sichert, dann erklärt man das am besten so:
 
   „Um eine Datei zu sichern, muss man diese speichern, und zwar auf Festplatte oder einem anderen Speichermedium. Klicken Sie dazu mit der Maus auf das Diskettensymbol in der Symbolleiste oder auf Datei… speichern beziehungsweise Datei… speichern unter in der Menüleiste oder benutzen Sie die Tastatur, dann entweder die Kombination „Alt“ und „D“; „Alt“ gedrückt halten und dann von „D“ auf „S“ beziehungsweise „U“ wechseln oder gleich „Strg“ und „S“. Anschließend wählen Sie in dem dann erscheinenden Menü zuerst das Medium aus und geben dann den gewünschten Dateinamen sowie eventuell ein anderes Dateiformat als das voreingestellte an.“
 
   Eine solche Verschachtelung von „unds“ und „oders“ bringt die Regelkreise unseres Gehirns schier zur Verzweiflung.
 
   Für einen Computer oder für eine mathematische Beschreibung ist das hingegen kein Problem. Umgekehrt erkennt unser Gehirn dafür ganz ohne Schwierigkeit in dem gezeichneten „Punkt, Punkt, Komma, Strich“ ein Gesicht, während man das einem Computer nur sehr schwer (weil mathematisch nur sehr schwer zu beschreiben) „beibringen“ kann. Am erfolgversprechendsten ist in diesem Zusammenhang die Simulation der vernetzten Nervenzellen unseres Gehirns, man spricht dabei von „Neuronalen Netzen“.
 
   Die gegenseitige Störung ähnlicher, aber nicht wirklich sinnvoll sich ergänzender und redundanter Informationen ist auch unter dem Phänomen der „Ähnlichkeitshemmung“ bekannt.
 
   Vermutlich würden wir nicht sonderlich stutzig, wenn uns in einem englischen Supermarkt die Bedienung fragen würde „And what do you become?“ („Oh, you come also out Germany?“ wäre vielleicht eine angemessene Antwort). Schöne nach ähnlichem Muster entstandene Übersetzungsfehler hat Bastian Sick in seinem Buch „Der Dativ ist dem Genitiv sein Tod“ aufgelistet. Da wird dann schon mal aus einem Sattelzug (= tractor trailer) ein Traktor, einem Funkgerät (= mobile radio) ein Radio und aus einer hochwichtigen (= vital) Rolle eine vitale (oder fidele?) Rolle. Ein Freund von mir hielt die Bemerkung einer Holländerin zu seinem zusammengeschnürten Schlafsack „that’s handy!“ („das ist ja praktisch!“) für den Versuch, die Ähnlichkeit dieses Pakets mit einem Mobiltelefon zu beschreiben und erntete verstörte Blicke, als er daraufhin so tat, als versuche er mit seinem Schlafsack zu telefonieren…
 
   In der Badischen Zeitung war vor einiger Zeit ein Leserbrief abgedruckt, in dem der Schreiber zu Recht darauf hinwies, dass die als Schlussverkaufswerbung gedachte Plakatierung von „Sale! Sale! Sale!“ bei den vielen französischsprachigen Kunden im Grenzgebiet seltsame Assoziationen wecken könnte (im Französischen bedeutet „sale“ so viel wie „schmutzig“!).
 
   Tatsächlich hat sich umgekehrt auch schon so mancher deutsche Autofahrer auf französischen Autobahnen gefragt, warum es dort so oft „rappelt“ („Rappel“, mit Betonung auf der letzten Silbe, bedeutet nichts anderes als „Wiederholter Aufruf“ und erinnert als Zusatzschild meist unter Geschwindigkeitsbeschränkungs-Schildern auf eben diese, schon vorher angezeigte, Beschränkung).
 
   Ein mathematisches Beispiel:
 
   Was, bitte, bedeutet der Ausdruck „4 : ½“ ?
 
   Eine häufige Antwort lautet in etwa so: „Also, wir haben vier Bonbons und verteilen die an… zwei Kinder… nein, an halbe Kinder… und dann bekommt jedes… also…“
 
   Nun, abgesehen davon, dass das Halbieren von Kindern nicht nur aus didaktischen Gründen abzulehnen ist – dieses „Verteilen“ klappt nur, wenn der Divisor eine Zahl wie 1, 2, 3 usw. ist.
 
   Also packt man vielleicht die Regel aus, die da lautet „durch Brüche wird dividiert, indem man mit dem Kehrwert multipliziert“. Aber 4 ist ja gar kein Bruch und zwei Eintel hört sich auch irgendwie seltsam an. Die 4 wird dann auch zu vier Einteil und vier Eintel mal zwei Eintel sind acht Eintel und das… Wie, Sie kommen jetzt nicht mehr mit? Aha, mathematisch völlig unbegabt?! Von wegen!
 
   Lesen Sie die Aufgabe 4 : ½ doch mal so: Aus 4 Pfannkuchen werden halbe Pfannkuchen gemacht. Wie viele halbe Pfannkuchen kann man so erhalten? Eine leichte Aufgabe!
 
   Die Division kann außer einem Verteilen auch ein „in Portionen aufteilen“ bedeuten:
 
   6 : 3 = 2 kann heißen „6 Bonbons werden an 3 Kinder verteilt; jedes erhält 2 Bonbons“ aber eben auch „6 Bonbons werden in Dreierportionen aufgeteilt; man erhält 2 solche Portionen“. Machen Sie zu beiden Vorstellungen eine kleine Skizze, und Sie erkennen sofort den Unterschied (oder schauen Sie kurz auf Seite 52 nach).
 
   Situationen zur „Erklärung“ müssen nicht nur „ähnlich“ sein, sie müssen auch „passen“. „Passen“ sie nicht, sind sie nicht nur nicht hilfreich, sondern unter Umständen richtig hinderlich.
 
   Gut, falls man Ihnen die Division 4 : ½ in der Schule nur als sinnlose Aufgabe gestellt hat, würde das unseren Verdächtigen Nummer Eins (Schule) wieder belasten. Sollten Sie darüber hinaus partout nicht in der Lage sein, sich vorzustellen, dass man aus 4 ganzen Portionen genau 8 halbe Portionen erhält, belastet das den Verdächtigen Nummer Zwei (Sie selbst). Die nächsten Kapitel sehen auf den ersten Blick so aus, als würden sie den Verdächtigen Nummer Drei (Mathematik) in Verlegenheit bringen. Doch ist sich diese ihrer Schwächen durchaus bewusst und unternimmt beträchtliche Anstrengungen, jene zu beheben – nur sind die Ergebnisse dieser Anstrengungen nicht unbedingt immer für den Alltag hilfreich.
 
   Sie sollen daher hier nicht näher ausgebreitet werden. Mit jeder dafür notwendigen Formel würde die Zahl der weiterlesenden Personen rapide sinken, wenn man einem weit verbreiteten Vorurteil Glauben schenken darf.
 
   Zu erwähnen, dass es diese gibt, gebietet jedoch die Redlichkeit, denn sonst könnte der falsche Eindruck entstehen, unsere Mathematik wäre letztlich auf Sand gebaut. Das stimmt so natürlich nicht, und jeder Mathematiker fühlte sich und seine Wissenschaft aus gutem Grund fälschlicherweise diskreditiert.
 
   Aber es ist wirklich so, dass gerade die vermeintlich einfachen und grundlegenden Begriffe der Mathematik durch kurze Definitionen eben nicht völlig „in den Griff“ zu bekommen sind.
 
   Klarheit, Einfachheit und Logik: Die große Stärke der Mathematik  – und manchmal ihre Schwäche, wenn das Logische nicht einfach ist oder umgekehrt.
 
   Um solche Beispiele soll es in den folgenden Kapiteln gehen: Dinge, die uns sehr einfach erscheinen – aber bei näherer Betrachtung alles andere als einfach sind und Begriffe, die eher verwirrend als sinnstiftend sind.
 
   Die Kapitel können unabhängig voneinander gelesen werden und verlangen keine mathematischen Kenntnisse, die über den Stoff der siebten Klasse hinausreichen.
 
   Die Sammlung ist weder vollständig noch objektiv; vielleicht empfinden Sie manches gar nicht als so seltsam, wie es dargestellt wird und vermissen dafür verzwickte Denkfallen, in die Sie eventuell im Laufe Ihrer Mathematikerfahrungen geraten sind.
 
   .
 
   


  
 


 
   6.            [bookmark: _Toc122799840]Am Anfang war die Zahl
 
    
 
   Leopold Kronecker, einem deutscher Mathematiker, der sich im 19. Jahrhundert mit der logischen Grundlegung der Mathematik beschäftigte und in diesem Zusammenhang auch mit der Frage, wie denn die einfachsten „Bausteine“ der Mathematik, die Zahlen 1, 2, 3 und so weiter zu begründen seien, wird der Ausspruch zugeschrieben: „Gott schuf die natürlichen Zahlen, alles andere ist Menschenwerk.“
 
   Der Ausdruck „natürliche Zahlen“ unterstellt die Existenz „unnatürlicher“ Zahlen. In Wirklichkeit sind alle Zahlen Konstruktionen des menschlichen Geistes. „Positive ganze Zahlen“ meint das Gleiche, aber die Frage, welche Zahlen das genau sind, ist schon nicht mehr eindeutig zu beantworten. Zahlen kommt von Zählen, und wenn man bei „Eins“ schon mit dem Zählen aufhört, hat man ja noch gar nicht wirklich gezählt. Und folgerichtig hielten die Griechen die Eins gar nicht für eine „Zahl“, sondern nur für die Bezeichnung der „Einheit“. Heute sind wir uns darüber einig, dass die Eins eine natürliche Zahl ist.
 
   Doch es gibt noch einen weiteren Problemfall: die Null. In der Familie der Zahlen ist die Null ein relativ junges Mitglied. „Erfunden“ wurde die Null auch gar nicht als Zahl, sondern als Ziffer. Welcher Unterschied zwischen Zahl und Ziffer besteht wird später erläutert. Sie kennen die Römischen Zahlen? Ist Ihnen schon aufgefallen, dass es dort kein Symbol für die „Null“ gibt? Bis ins Mittelalter (so lange waren bei uns römische Zahlzeichen verbreitet) nicht im Gebrauch, hat die Null heute sogar den Zutritt zur exklusiven Gesellschaft der Natürlichen Zahlen geschafft. Noch vor wenigen Jahren unterschied man die Menge der Natürlichen Zahlen (Symbol ℕ), ohne die Null, und die Menge ℕ0, zu der die Null dazugehörte. Heute ist ℕ das Symbol für die Menge der Natürlichen Zahlen (einschließlich Null), und wenn die Null doch einmal ausgeladen wird, trägt die Menge das Symbol ℕ+. Die Menge ℕ+ hat also weniger Elemente als die Menge ℕ. Wäre es nicht einleuchtender, dass etwas mit einem zusätzlichen „+“ irgendwie größer ist? Und ob die Null dazugehört, wenn von ℕ die Rede ist, hängt (kann das überhaupt sein?) vom Datum ab:
 
   So kann die Aussage „die Division durch alle Zahlen aus ℕ ist definiert“ 1960 richtig und 2000 falsch sein, obwohl eine Division durch Null weder definiert war noch ist.
 
   Ähnlich missverständlich wie der Begriff „Natürliche Zahlen“ sind sämtliche weiteren Bezeichnungen für andere Zahlenbereiche:
 
   Ganze Zahlen (die Zahlen …,-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3,…; Symbol ℤ): Synonyme zu „ganz“ sind „unbeschädigt“ und „vollständig“.
Die Zahl 1,5 ist keine „ganze Zahl“, aber deswegen doch weder „beschädigt“ noch „unvollständig“!
 
   Rationale Zahlen (alle Zahlen, die als Bruch mit ganzen Zahlen geschrieben werden können; Symbol ℚ):
 
   “Rational“ heißt so viel wie „vernünftig“. Demnach wäre eine so wichtige Zahl wie die Kreiszahl π „unvernünftig“. Wahrhaft keine vernünftige Bezeichnung.
 
   Reelle Zahlen (alle Zahlen, die als endliche oder unendliche Kommazahlen beschrieben werden können; Symbol ℝ):
 
   Reell heißt vertrauenswürdig oder wirlich vorhanden. Warum sollte man ausgerechnet auch jenen Zahlen vertrauen, die unvollständig und unvernünftig sind? Und „wirklich vorhanden“ sind Zahlen ohnehin nur in unseren Köpfen.
 
   Außerdem gibt es noch „komplexe Zahlen“, aber wir wollen ja keine Komplexe bekommen, denn komplex ist kompliziert und undurchsichtig – und auf den ersten Blick kann das auf diese Zahlen durchaus zutreffen.
 
   Immerhin sind die so „komplexen“ Zahlen aber äußerst hilfreich und auch gar nicht so schwer zu „handhaben“. Sie bestehen aus zwei Teilen, einem „reellen“ und einem „imaginären“. Auch das ist eine widersprüchliche Bezeichnung, denn „imaginär“ – „erdacht“ – sind letztlich alle Zahlen.
 
   Auch die Art und Weise, in der Zahlen aufgeschrieben werden, ist erdacht, und das sogar ziemlich raffiniert. So raffiniert, dass ihre Entwicklung viele Jahrhunderte in Anspruch genommen hat. Um große Anzahlen zu erfassen, werden sie gedanklich in Zehnerportionen gebündelt. Entstehen dabei mehr als neun solcher Bündel, werden diese wiederum zu noch größeren Einheiten zusammengefasst. In unserem System heißen die so entstehenden Bündel Zehner, Hunderter, Tausender usw. und sind uns sehr vertraut. Um eine Zahl aufzuschreiben, verwendet man Ziffern, wobei jede Ziffer die Zahl der einzelnen „Bündel“ angibt. Die Zahl sechsunddreißig besteht dann aus der Ziffer 3 (drei Zehnerbündel) und der Ziffer 6 (sechs „ungebündelte“ Einer). Damit man nicht immer die Bezeichnung der Bündel „mitschleppen“ muss, nutzt man die geniale Idee des „Stellenwertes“: ganz rechts stehen immer die „Einer“, links daneben die „Zehner“, direkt links davor die  Hunderter“ und so weiter. So lässt sich eindeutig zwischen 36 und 63 unterscheiden.
 
   Was aber, wenn man zum Beispiel nur Zehnerbündel, aber keine übrigen Einer mehr hat, wie zum Beispiel bei der Zahl vierzig? Klar ist, dass man die Ziffer 4 benutzt, um die 4 Zehner zu bezeichnen. Schreibe ich aber einfach nur „4“, so würde ich das Ganze als „4 Einer“ lesen.
 
   Es bleiben zur Lösung des Problems drei prinzipielle Möglichkeiten:
 
   1.      Ich vertraue darauf, dass ich mir die Bedeutung aus dem Zusammenhang erschließen kann (worin unser Gehirn ja meisterhaft ist). Wenn ich mein Alter mit „4 Jahre“ angebe, wird man schon erkennen, dass die 4 weder „4 Einer“ noch „4 Hunderter“ bedeutet. Die Babylonier haben sich in ihrer Zahldarstellung jahrhundertelang tatsächlich so beholfen und haben es (nicht nur, aber auch) in der Mathematik zu beachtlichen Leistungen gebracht!
 
   2.      Ich schleppe doch wieder die Bezeichnungen mit; schreibe also „4 Zehner“. Ein System, das die Chinesen ebenfalls über Jahrhunderte durchaus erfolgreich praktizierten.
 
   3.      Ich benutze einen „Platzhalter“ für „leere“ Stellen, um damit meine Ziffer an die „richtige“ Position zu bekommen. Die Funktion dieses Platzhalters zu übernehmen war die entscheidende Aufgabe der Ziffer „0“. So lässt sich die Zahl vierzig als 40 schreiben, was so viel bedeutet wie „4 Zehnerbündel und keine ungebündelten Einer“.
 
    
 
   So weit, so gut – allein unsere Zahlwörter ordnen sich dieser Logik so gar nicht unter. In einigen asiatischen Sprachen liegt die Sache wesentlich einfacher. Eine Zahl wie 98765 wird dort – wörtlich übersetzt – „Neun-Zehntausender Acht-Tausender Sieben-Hunderter Sechs-Zehner  Fünf“ genannt.
 
   Sie denken, das sei kompliziert?
 
   Dann betrachten Sie einmal unsere Bezeichnung genauer:
 
   Acht und Neunzig Tausend Sieben Hundert Fünf und Sechzig. Als „Additionskette“ erscheint bei der asiatischen Sprechweise 90000 + 8000 + 700 + 60 + 5, bei der Deutschen 8000 + 90000 + 700 + 5 + 60, wobei ich zu der 8 die Tausender noch hinzudenken muss, da sie gar nicht erwähnt werden.
 
   DAS ist kompliziert.
 
   Dieses unangenehme Verdrehen der Stellenwerte nennt man „Inversion“, und das bedeutet nichts Gutes. Schließlich sind Inversions (=Umkehr-) Wetterlagen für den Wintersmog in Großstädten verantwortlich, und die Zahleninversion hat durchaus das Potenzial, für Gedankensmog zu sorgen.
 
   Fälschlicherweise könnte ich unser Zahlwort nämlich auch als 8 + 90 + 1000 + 7 + 100 + 5 + 60 interpretieren. So etwas tun wir nicht?
 
   Durchaus!
 
   Die „Agenda zwanzigzehn“, das Jahr „Siebzehnneunundachtzig“ oder die Telefonnummer „Sechs-dreiundzwanzig-fünfundfünfzig“ – wir spielen oft mit Ziffern bei der Benennung von Zahlen, auch dort, wo es verfälschend wirken kann.
 
   Stellen Sie sich folgende Zahlen vor: dreihundertneunzig, zweihundertneunzig, einhundertneunzig, nullhundertneunzig. 390, 290, 190, 090? Nullhundertneunzig? Das ist doch eher 0190. Also dreihundertneunzig = 3190. Oder 30090? Oder vielleicht doch eher 310090???
 
   Wenn wir unsere Phantasie nur etwas spielen lassen, finden wir außer der „richtigen“ Schreibweise für „Fünfundsechzigtausendvierhundertdreizehn“, 65 413, auch folgende einigermaßen logische Kombinationen (sprechen Sie bei den folgenden Beispielen jeweils das Zahlwort aus, dann erkennen Sie die „Bauweise“):
 
   65 1000 400 3 10                            65 1000 400 13
 
   65 1000 403 10                                          65 1000 413
 
   65 1000 4 100 3 10                            65 1000 4 100 13
 
   65 1000 4 103 10                            65 1000 4 113
 
   65000 400 3 10                                          65000 403 10
 
   65000 400 13                                          65000 4 113
 
   65000 413                                          65400 13
 
   65400 3 10                                          65403 10
 
   65004 113                                          65004 103 10
 
   65004 100 13                                          65004 100 3 10
 
   und darunter noch nicht eine einzige Ziffernfolge, die mit „5“ beginnt, so wie es das Wort nahe legt; also etwa 5 60000 400 13!
 
   Auch umgekehrt lässt sich eine Ziffernfolge mehrfach „lesen“ und kann dadurch jeden so effektiv verwirren, dass man wirklich keine Chance mehr hat, zu erkennen, was denn eigentlich gemeint ist.
 
   Sind Sie bereit? Dann betrachten Sie die harmlose Ziffernfolge 4856.
 
   Viertausendachthundertsechsundfünfig. Gut.
 
   Achtundvierzigsechsundfünfzig. Auch noch gut.
 
   Vierachtfünfsechs. Immer noch.
 
   Vierfünfundachtzigsechs. Hmmm…
 
   Vierachthundertsechsundfünfzig.
 
   Vierhundertfünfundachtzigsechs.
 
   Achtundvierzigfünfsechs.
 
   Vierachtsechsundfünfzig.
 
 
   Und je mehr Stellen, desto schlimmer kann es kommen.
 
   Wie schön wäre da Viertausend-achthundert-fünfzehn-sechs, wäre nicht das Wort „fünfzehn“ so hartnäckig mit „15“ verbunden – statt mit „50“, was viel logischer wäre: 1000, 100, 10 und 5000, 500, 50.
 
   Was wäre aber dann der passende Name für „15“? „Zehnfünf“, doch so richtig schön ist das auch nicht, und die Verwechslungsgefahr wäre immer noch groß.
 
   Doch man kann ja auch neue Zahlwörter erfinden. Das Französische hat nicht nur eigene Wörter bis zur 12 erfunden wie das Deutsche, sondern immerhin bis 16. Erst die 17 heißt „dix-sept“, also „zehn-sieben.“ Leider hält die französische Sprache diese Logik nicht durch und wird bei den Zehnerzahlen noch viel komplizierter.
 
   Die deutschen Wörter sind da noch einigermaßen nachvollziehbar: zehn, zweizig, dreizig, vierzig, fünfzig, sechszig, siebenzig, achtzig und neunzig. Zugegeben, es heißt zwanzig, dreißig, sechzig und siebzig, aber man kann die Grundform immer noch erkennen – und an dem „z“ sogar, dass es etwas mit den Zehnern zu tun haben muss (clevere Kinder bezeichnen die Zehn dann auch schon mal als Einszig).
 
   Das Französische stellt uns da auf eine härtere Probe: vingt, trente, quarante, cinquante, soixante – das geht ja noch, aber dann: soixante-dix, wörtlich „sechzig-zehn“ für siebzig und quatre-vingt, wörtlich „vier-zwanzig“ für achtzig! Wunderbar dann eine Zahl wie 94: „quatre-vingt-dix-quatre“, „vier-zwanzig-zehn-vier“.
 
   Nun ist Sprache lebendig und entwickelt sich weiter, und so gibt es Gegenden, in denen die Zahlwörter „septante“, „huitante“ und „neufante“ wenigstens umgangssprachlich existieren.
 
   So ist es auch für die deutsche Sprache immerhin denkbar, dass
15 + 50 = 65 einmal „zehnfünf plus fünfzehn gleich sech(s)zehnfünf“ gesprochen wird. Unsere alten Gehirnkreise werden sich damit aber sicher einige Zeit schwer tun.
 
   So genial unser Stellenwertsystem ist, so hat es doch ein Problem nicht gelöst: die wahren Größenordnungen zu veranschaulichen. Das hängt zusätzlich noch mit unserer Unfähigkeit zusammen, uns wirklich große Anzahlen angemessen vorzustellen – es mangelt dabei eindeutig an Redundanz. Mit dem Stellenwertsystem lassen sich zwar theoretisch unbegrenzt große Zahlen darstellen – sie werden aber ziemlich rasch zu seelenlosen Ziffernkolonnen.
 
   Stellen Sie sich bitte einen Zahlenstrahl vor. Der beginnt bei Null, und dann folgen nacheinander alle Ziffern der Reihe nach im gleichen Abstand, so wie bei einem Lineal. Die Null auf diesem Zahlenstrahl befinde sich direkt unter Ihren Füßen, die Zahl eine Million in 10 Metern Entfernung Richtung Westen. Haben Sie diesen Zahlenstrahl vor Ihrem inneren Auge? Ja?
 
   Dann beantworten Sie bitte folgende Frage: Wo befände sich auf diesem Zahlenstrahl die Zahl eine Billion?
 
   Am Ende der Straße? Am Stadtrand? Vielleicht sogar ein paar Kilometer weiter?
 
   Wahrscheinlich haben Sie sich gewaltig verschätzt.
 
   Wenn man die Zahlen aufschreibt, sieht es so aus, als läge eine Million irgendwo in der Mitte zwischen eins und einer Billion:
 
   1; 1 000 000; 1 000 000 000 000.
 
   Gefühlsmäßig empfinden wir die Million sogar eher näher an der Billion als an der Eins. Einen Euro haben wir fast immer in der Tasche, eine Million leider genau so wenig wie eine Billion. Außerdem hören sich die Zahlwörter Million und Billion auch sehr ähnlich an.
 
   Tatsächlich ist die Billion aber dramatisch weiter von der Million entfernt als diese von der Eins.
 
   Eine Billion ist das millionenfache einer Million (das tausendfache einer Million ist eine Milliarde). Ist die Strecke der Länge „eine Million“ 10 Meter lang, ist eine Strecke der Länge „eine Billion“ eine Million mal so lang, also 10 Millionen Meter. Wie lang das ist?
 
   10 000 000 m = 10 000 km. Zehntausend Kilometer Richtung Westen – die Billion befände sich mitten in Amerika!
 
   Könnten wir uns tatsächlich vorstellen, wie „groß“ eine Billion in Wahrheit ist – wir hätten nicht so bedenkenlos Staatsschulden in entsprechender Höhe angehäuft.
 
   Übersetzen wir die Zahlen doch einfach ins Englische, dann klingt es etwas harmloser. Beträgt das geschätzte Vermögen einiger Superreicher nicht auch schon mal „some billion dollars“? Könnte Bill Gates mit einer kleinen Spende sämtliche Schulden der Bundesrepublik tilgen?
 
   Ich glaube mich zu erinnern, in einem Zeitungsartikel einmal gelesen zu haben, dass die Weihnachtsansprache der Queen von bis zu einer Billion Menschen weltweit gehört wird. Eine bemerkenswerte Leistung wenn man bedenkt, dass es keine zehn Milliarden lebende Vertreter der Gattung homo sapiens auf diesem Planeten gibt.
 
   Wie kann das also sein? Die Antwort lautet: Es ist ein simpler Übersetzungsfehler. Tausend Millionen sind eine Milliarde. In English, please: „thousand millions are one milliard.“ Theoretisch. Aber in den USA (und tendenziell unterwandert das American English das British English zunehmend) hieße diese Rechnung: „thousand millions are one billion.“
 
   So ist das: Sie müssen mit Ihrer Milliarde nur in das Land der unbegrenzten Möglichkeiten reisen, und schon sind Sie Billionär. Leider wird dieses Vermögen bei der Rückübersetzung wieder zur Milliarde. Wir haben alle zusammen doch wesentlich mehr Schulden angehäuft, als Bill Gates tilgen könnte. Irgendwie beruhigend und beunruhigend zugleich.
 
   Es ist vrelbüffned, dsas wir desien Txet lseen knnöen, obowhl fsat kien Wrot rcihtig gesricheben ist. Ncah der Lrkteüre von Kepetil 3 ahenn wir acuh, wuarm dsa so ist.
 
   Schön, wenn wir auch die Ziffern auf unseren Kontoauszügen so vertauschen könnten, aber in diesem Fall müssen wir ganz genau sein. Immerhin können wir aber an der ersten Stelle einer Zahl und ihrer Länge schon grob ihren Wert abschätzen. Dass 7453 größer als 2854 ist, erkennen wir, ohne jede Stelle betrachten zu müssen, und auch, dass 24647 größer ist als 7042 sehen wir sofort.
 
   Prompt wird dies in jedem Supermarkt schamlos ausgenutzt:
 
   2,99 Euro ist ja wesentlich billiger als 3,00 Euro und 9,99 Euro ein echter Schnäppchenpreis im Vergleich zu 10,00 Euro.
 
   Stimmt zwar nicht, aber wir fallen immer wieder darauf herein.
 
    
 
   Weshalb ist die Multiplikation mit 10 so einfach?
Weil man ja nur eine Null an die Zahl anzuhängen braucht!
 
   Prima, dann multiplizieren wir mal ein bisschen:
 
   5              •              10              =              50
 
   76              •              10              =              760
 
   823              •              10              =              8230
 
   400              •              10              =              4000
 
   0              •              10              =              00
 
   3,5              •              10              =              3,50
 
   76,3              •              10              =              76,30
 
   Wie? Die letzten beiden Aufgaben stimmen nicht?
 
   Ach so: Null heißt ja nichts. Und wenn ich ein Nichts dazutue, dann ändert sich ja nichts – verflixt, warum stimmt das dann aber nicht bei den ersten vier Aufgaben?
 
   Wer die Multiplikation mit zehn mit dem „Anhängen einer Null“ erklärt, hat vermutlich gar nicht verstanden, was wirklich passiert. Eine Multiplikation mit zehn macht z. B. aus Hundertern Tausender, aus Zehnern Hunderter und aus Einern Zehner. Also werden in Wirklichkeit alle Ziffern eine Stelle nach links geschoben. Wird dadurch die Einerstelle leer, muss diese mit dem Platzhalter Null aufgefüllt werden. Wird sie nicht leer – was der Fall ist, wenn die Zahl vor der Multiplikation mit zehn einige Zehntel hatte, denn diese werden dann zu Einern – muss auch nichts „angehängt“ (oder besser gesagt aufgefüllt) werden. Deshalb werden bei 3,5 • 10 die 3 Einer zu 3 Zehnern und die 5 Zehntel zu 5 Einern und das Ergebnis ist 35.
 
   Das Komma ist bei Kommazahlen auch kein Trennzeichen, wie oft falsch vermittelt wird, sondern die Markierung, die anzeigt, wo die Einer stehen. Leider nicht genau auf dem Komma, aber immerhin auf jeden Fall direkt links davon.
 
   Der Spruch „das Komma trennt Euro und Cent“ reimt sich zwar schön, verschleiert aber mehr als er erhellt.
 
   Was trennt das Komma bei 2,50 m? Meter und Zentimeter? Meter und Dezimeter? Und was bei 2,500 m? Und bei 2,5 m? Alle Angaben bedeuten das Gleiche, warum sollte dann das Komma Unterschiedliches trennen (bedeuten)?
 
   Diese „Komma-trennt“-Vorstellung  ist auch für viele Rechenfehler mit Kommazahlen verantwortlich.
 
   2,3 plus 22,33 wird dann schnell zu 24,36 oder 0,2 mal 0,3 zu 0,6.
 
   Falls Sie jetzt denken, dass die Ergebnisse doch stimmen, berechnen Sie 2,03 plus 22,33 und 2 mal 0,3.
 
   Sie haben 5678,90 € Schulden? Dann zahlen Sie doch die 90 Cent zurück – und Sie haben keinen Cent Schulden mehr!
 
   Gut, wenn man es genau betrachtet, sind es noch 567800 Cent – aber das nennen Sie dann einfach Peanuts.
 
   Oder Sie sprechen von lächerlichen 0,005678 Millionen.
 
   Noch besser von 0,005678 Mille. Mille ist Französisch und heißt Tausend. Wir kennen es aus dem Wort Promille, das ist ja sooo was Kleines. Nullkommanullnullnochwas Promille, also bitte, das ist ja fast jenseits der Nachweisgrenze! Ob das Deutsche Wort „Mille“ Tausender oder Millionen meint, kann man sowieso nirgends verbindlich nachlesen.
 
   Durch diesen Sprachtrick können aus über 5000 Euro gefühlte 5 Cent werden.
 
   Es geht auch umgekehrt:  Die Legende berichtet davon, dass ein Laborant, der den Eisengehalt von Spinat untersuchte, beim Übertrag seiner Messergebnisse in eine Tabelle das Komma an die falsche Stelle gesetzt hat und dadurch einen zehnmal so hohen Eisengehalt angegeben hat, wie das tatsächlich der Fall war. Heerscharen von Kindern wurde gewaltsam der wundersame grüne Brei eingetrichtert, und dabei wogen die psychischen Schäden vermutlich mehr als der so maßlos überschätzte Nutzen.
 
   Vielleicht würden die Hürden für solche Schiebereien etwas höher gelegt, würde man die Einerstelle nicht durch ein nachgestelltes Komma markieren, sondern dadurch, dass man sie einrahmt. Das sieht nicht gut aus? Stimmt. Für das Komma in der gebräuchlichen Form spricht mehr die Ästhetik als die Logik.
 
   Eine Kommazahl erweckt allein durch ihr Aussehen oft den Eindruck, als wäre das Komma so etwas wie eine „Spiegelachse“: an der dritten Nachkommastelle stehen die Tausendstel und an der dritten Stelle vor dem Komma die Tausender?
 
   Halt, falsch, dort stehen die Hunderter!
 
   Es gibt zwar Tausender und Tausendstel, Hunderter und Hundertstel sowie Zehner und Zehntel, aber nur Einer – und keine Eintel.
 
   Es sei denn, um beim Bruchrechnen einfache Aufgaben in Monster zu verwandeln, damit sie für geheimnisvolle Rezepte passend aufbereitet werden.
 
   Dass vier Halbe nichts anderes als zwei Ganze sein können, ist jedem Achtjährigen klar. Diese Klarheit lässt sich einige Jahre später erfolgreich beseitigen, wenn man die Lösung der Aufgabe 4 • ½ so vorführt:
 
    [image: ] 
 
   und dazu „erklärt“:
 
   „Wandle die Vier um in vier Eintel, multipliziere, kürze dann und schreibe die zwei Eintel als zwei Ganze. Ich könnte auch schon auf dem Bruchstrich kürzen (aber Vorsicht, bei Summen dürfte ich das nicht, denn Summen kürzen nur die Dummen!) und erhielte hier zwei mal eins durch ein mal eins und dann gleich zwei Eintel, also zwei.“
 
   Wenn man Mathematik ver-stehen will, braucht man nicht so viele Er-Klärungen, sondern mehr individuelle Ich-Klärungen.
 
   Erklären Sie sich 4 mal ½  – aber vielleicht nicht unbedingt mit vier Halben Bier, denn 2 Maß könnten Ihre Aufnahmefähigkeit dann doch deutlich einschränken.
 
   


  
 


 
   7.            [bookmark: _Toc122799841]Unendlich viel ist nicht genug
 
    
 
   Wenn man sich ein Lineal betrachtet, erkennt man, dass zwischen den einzelnen Zahlen Zwischenräume sind. Diese Zwischenräume kann man wiederum mit Zahlen auffüllen. Das sind dann keine „natürlichen Zahlen“ mehr, aber sie bereiten uns trotzdem keine allzu großen Schwierigkeiten: Zwischen der 1 und der 2 gibt es zum Beispiel die 1,2 und die 1,75; auch die Bedeutung dieser Kommazahlen ist mit Hilfe des Lineals leicht nachvollziehbar:
1,2 cm sind 12 mm, 1,75 cm sind eindreiviertel cm und so weiter.
 
   Wie viele Kommazahlen liegen zwischen zwei „natürlichen“ Zahlen?
 
   Betrachten wir die Zahlen 0 und 1. Kommazahlen mit genau einer Nachkommastelle, die dazwischen liegen, gibt es neun: 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8 und 0,9. Kommazahlen mit genau zwei Nachkommastellen? Kommt darauf an, ob man beispielsweise die Zahl 0,10 dazu zählt oder nicht (weil sie ja genau so gut als 0,1, also mit nur einer Nachkommastelle geschrieben werden kann).
 
   Zählt man diese Zahlen dazu, gibt es 99 Zahlen mit genau 2 Nachkommastellen, macht man das nicht, gibt es immer noch 90. Entsprechend gibt es mit 3 Nachkommastellen 999 oder 900 Zahlen, mit 4 Nachkommastellen 9999 oder 9000. Da ich – zumindest theoretisch – unendlich viele weitere Stellen aufschreiben kann, werde ich auch unendlich viele verschiedene Kommazahlen zwischen zwei „natürlichen“ Zahlen finden können.
 
   Das heißt, man kann jeden Punkt auf dem Lineal beziehungsweise auf dem Zahlenstrahl mit einer Kommazahl genau beschreiben, doch praktisch kann man „unendlich viele Nachkommastellen“ natürlich nicht hinschreiben. So weit, so gut.
 
   Wie viele Bruchzahlen gibt es zwischen 0 und 1?
 
   Allein schon Brüche mit einer Eins im Zähler gibt es unendlich viele: ein Halb, ein Drittel, ein Viertel, ein Fünftel, ein Sechstel,… Diese Brüche allein sind schon „unendlich viele“. Und es sind noch mehr, wenn man im Zähler andere Zahlen als 1 hinzunimmt: zwei Drittel, drei Viertel, vier Fünftel,…
 
   Wie war das eben? MEHR als unendlich? Aber es kommt noch schlimmer!
 
   Man sollte doch annehmen, dass unendlich viele Brüche und noch ein paar mehr dazu ausreichen sollten, jeden Punkt zwischen 0 und 1 zu beschreiben. Dummerweise lässt sich mit Hilfe der Mathematik relativ einfach beweisen, dass das nicht der Fall ist. Die Zahl z, für die z • z = ½ gilt, bezeichnet man bekannterweise als „Wurzel aus ½“. Diese Zahl liegt zwischen 0 und 1. Doch kein einziger der unendlich vielen Brüche hat exakt den Wert von „Wurzel aus ½.“ Eine Kommazahl, die diesen Wert hat, gibt es. Nur leider ist niemand in der Lage, diese aufzuschreiben. 0,7071067811865475244008443621 hört sich ja schon ziemlich genau an – nur, es ist eben nicht genau das Gleiche wie „Wurzel ½“, denn die dazu passende Kommazahl hört nicht nach der 28. Nachkommastelle auf, sie hört nie auf!
 
   Eine Kommazahl lässt sich grundsätzlich als Summe von ganzen Zahlen und Brüchen schreiben. So ist 3,45 darstellbar als die Summe 3 + 4 Zehntel + 5 Hundertstel. Genau so, wie man sich theoretisch eine unendlich lange Kommazahl vorstellen kann, kann man sich einen unendlich langen Bruch oder zumindest eine unendlich lange Summe einzelner Brüche vorstellen.
 
   Man kann zwar mit Hilfe von Brüchen diese Zahl „beliebig genau“ beschreiben, das heißt auf 1000, 10 Millionen und noch mehr Nachkommastellen genau, aber eben nicht „ganz“ genau.
 
   Statt „beliebig genau“ könnte man auch sagen „unendlich genau“. Aber eben nicht genau genug.
 
   Es gibt zwischen 0 und 1 unendlich viele Brüche und unendlich viele Kommazahlen. Gibt es deshalb auch gleich viele davon?
 
   Zunächst eine kleine Konkretisierung, was eigentlich gezählt wird. Ein Halb als Kommazahl ist 0,5 oder 0,50 oder 0,500…. Es erscheint sinnvoll, nur 0,5 zu zählen. Als Bruch kann es sein: 1/2, 2/4, 3/6 usw. Auch hier erscheint es sinnvoll, nur den „vollständig gekürzten“ Bruch (also 1/2) zu zählen. Demnach gibt es für die genaue Mitte zwischen 0 und 1 eine Kommazahl (0,5) und eine Bruchzahl (1/2), die gezählt werden.
 
   Um sich dem Problem der Größe einer unendlich großen Menge anzunähern, hat man den Begriff der „Abzählbarkeit“ erfunden. Dieser Begriff bedeutet freilich nicht, dass man eine „abzählbare“ Menge tatsächlich abzählen kann. Die natürlichen Zahlen sind „abzählbar“, aber selbst, wenn wir bis zum jüngsten Tag zählen würden, hätten wir noch immer keinen nennenswerten Teil aller natürlichen Zahlen „abgezählt“.
 
   Ein besserer Ausdruck als „abzählbar“ wäre „nummerierbar“. Eine Menge heißt nämlich dann abzählbar, wenn man jedem Element eindeutig eine natürliche Zahl zuordnen und so sagen kann „das ist das erste Element, das das zweite“ und so weiter.
 
   Also ist die Menge der ganzen Zahlen Z (einschließlich der negativen) nicht abzählbar? Doch, und zwar mit einem Trick: Die erste Zahl aus dieser Menge ist Null, die zweite 1, die dritte -1, die vierte 2, die fünfte -2, die sechste 3, die siebte -3 und so weiter. Jede Zahl aus Z hat also so ihre „Nummer“, und damit gilt Z als abzählbare Menge. Das führt zu der interessanten Situation, dass die Menge aller ganzen Zahlen, die außer allen positiven ganzen Zahlen auch alle negativen ganzen Zahlen erhält, aus mathematischer Sicht genau so abzählbar ist wie die Menge der natürlichen Zahlen.
 
   Betrachten wir die Menge aller positiven Kommazahlen und diejenige aller positiven Bruchzahlen. Beide sind unendlich.
 
   Sind beide auch abzählbar?
 
   Auf den ersten Blick würde man sagen: Nein.
 
   Der deutsche Mathematiker Georg Cantor, der auch den Begriff „unendlich“ mathematisch beschrieb und von 1848 bis 1918 lebte, entwickelte ein Schema, mit dessen Hilfe die Bruchzahlen abzählbar sind. Dazu stelle man sich eine nach rechts und nach unten sich weiter fortsetzende Tabelle vor, die in der oberen Zeile genau wie in der linken Spalte alle natürlichen Zahlen aufweist. In den einzelnen Tabellenfeldern entstehen nun sämtliche denkbaren Brüche, wenn man die Spaltenzahl als Zähler und die Zeilenzahl als Nenner schreibt:
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       2              1/2              2/2              3/2              4/2              
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       3              1/3              2/3              3/3              4/3              
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       4              1/4              2/4              3/4              4/4              
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      …                                                                      
 
    
 
   Dabei kommen manche Zahlen mehrfach vor (die 2 z. B. als 2/1 , als 4/2 usw.), doch wenn man diese einfach nicht zählt und die übrigen Zahlen diagonal nacheinander zählt, kann man jeder Bruchzahl eindeutig eine Nummer zuordnen – und damit sind sie abzählbar.
 
   1 ist Nummer 1, 2 ist Nummer 2, 1/2 ist Nummer 3, 1/3 ist Nummer 4, 2/2 wird übersprungen, 3 ist Nummer 5, 4 ist Nummer 6, 3/2 ist Nummer 7, 2/3 Nummer 8, 1/4 Nummer 9, 1/5 Nummer 10 und so weiter.
 
    
 
   Die Kommazahlen gelten als nicht abzählbar. Cantor ordnete diesen eine „größere“ Unendlichkeit zu als den rationalen Zahlen.
 
   Dieses Konzept der „verschieden großen Unendlichkeiten“ ist nicht unumstritten und in letzter Konsequenz nicht mathematisch beweisbar. Möglicherweise wird dieses Problem eher philosophisch als mathematisch gelöst werden müssen. Da „Unendlich“ in der realen Natur nicht beobachtet werden kann, wird es kaum unmittelbar „einsichtige“ Vorstellungen davon geben.
 
   Dass „unendlich viel“ noch zu wenig sein kann, ist selbst dann nicht überzeugend, wenn es mathematisch „bewiesen“ werden kann. Dabei darf man nicht außer Acht lassen, dass ein mathematischer Beweis immer auch unbeweisbare Voraussetzungen mit einschließt. Bei „mathematischen Wahrheiten“ handelt es sich immer um „bedingte Wahrheiten“ und nie um „absolute Wahrheiten.“
 
   Wenn wir kategorisch bestimmen würden: „Unendlich ist genug!“ müssten wir das, was wir als Bruch bezeichnen, entsprechend ausweiten. Schließlich könnte man genau so wie eine „unendliche“ Kommazahl einen „unendlichen“ Bruch akzeptieren, der eine „unendliche“ Zahl im Zähler und eine Eins mit „unendlich vielen“ Nullen im Nenner hätte…
 
   Natürlich gibt es gute Gründe, das nicht zu tun. Doch eins bleibt:
Das Problem der „Unendlichkeit“ ist philosophisch, physikalisch und mathematisch nicht abschließend geklärt.
 
   Wenn Ihnen also partout nicht einleuchten mag, dass etwas größer als Unendlich sein soll und trotzdem nicht groß genug: Verzweifeln Sie nicht darüber. Selbst große Mathematiker haben sich hierüber schon unendlich den Kopf zerbrochen, um endlich zu erkennen, dass es wichtigere Probleme gibt!
 
   


  
 


 
   8.            [bookmark: _Toc122799842]Grundrechenarten:
Ganz einfach oder teilweise mehrfach?
 
    
 
   Plus ist einfach. Beate hat die Telefonnummer 222222 und Alice die Telefonnummer 444444. Wenn ich beide anrufen möchte, wähle ich einfach 666666. Oder?
 
   In die Stadt fahre ich mit Bus Nr. 24 und dann noch mit Bus Nr. 11. Weshalb also nicht gleich in die 35 steigen?
 
   Frau Schätzle aus Nummer 43 wundert sich über die beiden Briefe in ihrem Briefkasten: an Herrn Wolf aus Nummer 13 und Frau Remmers aus Nummer 30!
 
   Clemens hat eine 2 und eine 3 geschrieben und rechnet fest mit einer 5 im Zeugnis.
 
   Zahlen begegnen uns im Alltag oft als Nummern. Mit Nummern zu rechnen führt selten zu brauchbaren Ergebnissen (übrigens wird die Rechnerei mit Noten kaum besser, wenn der „Durchschnitt“ gebildet wird, auch wenn das allgemein so üblich ist).
 
   Aber auch Rechnungen mit Zahlen in anderen Funktionen können zu unpassenden „Lösungen“ führen.
 
   Am Zahlenstrahl kann man die Addition als ein Vorwärtshüpfen erklären. 17 plus 3 heißt dann ich stehe auf der 17 und hüpfe 3 weiter nach vorne. Wo lande ich? Auf der 20. Mathe ist leicht.
 
   Sie stehen in der Schlange vor der Kinokasse an 17. Stelle.
 
   Sie rücken 3 Stellen nach vorne. Hüpf, hüpf, hüpf; 18, 19, 20?
 
   Von wegen! Nun sind Sie 14. Mathe ist doof.
 
   Dann eben so: Sie kopieren drei aufeinander folgende Seiten in einem Buch und beginnen mit Seite 17. Kopier, kopier, kopier; letzte kopierte Seite: 20? Nein, Seite 19! Verflixt!
 
   Dann rechnen wir eben mit handfesten Gewichten. 17 plus 3 heißt… also… Mein Hund wiegt 17 Kilo und nimmt 3 Pfund zu, dann…
 
   Es ist 17 Uhr und 3 Minuten. Wir sind 17 Leute und zählen auf drei.
 
   Letzte Chance: Wir werfen 17 Heuhaufen und drei Heuhaufen zusammen. Wie viele Heuhaufen erhalten wir? Genau: Einen!
 
   Also ist 17 + 3 = 20 oder 14 oder 19 oder 18 einhalb oder keine Ahnung was oder eins?
 
   Ja, natürlich, 17 + 3 ist 20 und sonst nichts. Dennoch viel Spaß bei der genauen Erklärung, weshalb die anderen Ergebnisse falsch sind!
 
   Wenn wir annehmen, „plus“ hieße einfach „dazuzählen“, so trifft das in doppeltem Sinn nicht zu: Es gibt Situationen, da „zähle ich dazu“ und kann auch Zahlen erkennen, aber es lässt sich daraus nicht ohne weiteres eine Plusaufgabe mit diesen Zahlen erstellen. Umgekehrt gibt es Situationen, die durch eine Addition beschrieben werden können, ohne dass etwas „dazugezählt“ wird.
 
   Unter den oben aufgeführten Situationen kann man Beispiele für beides finden.
 
   Die meisten „falschen“ Ergebnisse lassen sich logisch nachvollziehen und wirken dann gar nicht mehr so falsch.
 
   Ein weiteres Beispiel:
 
   Die Aufgabe 5 + 3 kann so veranschaulicht werden:
 
    [image: ] [image: ] [image: ] 
 
   0     1     2     3     4     5     6     7     8     9
 
    [image: ] 
 
   Die 5 ist dabei eine Position auf dem Zahlenstrahl, die 3 bedeutet die Anzahl der Einersprünge und das Ergebnis 8 ist wieder eine Position auf dem Zahlenstrahl. Auf diesem Strahl steht auch die 3 – aber die kommt bei der Veranschaulichung gar nicht vor.
 
   Wie sieht das Bild aus, wenn man sich 5 und 3 gleichermaßen als Positionen vorstellt?
 
   0     1     2     3     4     5     6     7     8     9
 
    [image: ] 
 
   Sehen Sie, dass jetzt 5 + 3 das Ergebnis „4“ nahe legt? Und erzählt die Lehrerin nicht auch vor den Zeugnissen, dass eine 5 und eine 3 zusammen eine 4 ergeben?
 
   Minus heißt wegnehmen. Niklas ist 9 Jahre alt, seine Schwester Katrin 5 Jahre. Wie berechnet man den Altersunterschied? Man rechnet 9 minus 5. Wer nimmt jetzt hier wem etwas weg?
 
   Das Ergebnis einer Minusaufgabe heißt „Differenz“. „Differenz“ heißt so viel wie „Unterschied“. Endlich eine nachvollziehbare Erklärung! Man kann sich ja sogar bei der Situation „von 3 Äpfeln werden 2 weggenommen“ den übrig bleibenden Apfel als „Unterschied“ zwischen den am Anfang vorhandenen und den weggenommenen Äpfeln vorstellen.
 
   Vieles, was uns eindeutig erscheinen mag, ist in Wirklichkeit äußerst vieldeutig.
 
   Kleine Aufgabe: Finden Sie 3 verschiedene Minusaufgaben in folgendem Bild:
 
   ☻☻☻☺☺☺☺
 
   und denken Sie daran, dass bei jeder Aufgabe alle drei Zahlen erkärt werden müssen. Dabei wird jedoch nie etwas weggenommen.
 
   7 – 4 = 3 (von 7 Smilies sind 4 weiß. Wie viele sind nicht weiß?)
 
   7 – 3 = 4 (von 7 Smilies sind 3 nicht weiß. Wie viele sind weiß?)
 
   4 – 3 = 1 (4 Smilies sind weiß, 3 sind schwarz. Wie groß ist die Differenz zwischen der Anzahl der weißen und der der schwarzen?).
 
   Bedeutet minus am Zahlenstrahl ein Zurückhüpfen, so hat man damit das gleiche Problem wie beim Vorhüpfen bei der Addition. Am Zahlenstrahl hüpfe ich von der 3. Zahl zur 1. zurück, in der Warteschlange wandere ich von der 3. Stelle durch geduldiges Warten auf Position 1 nach vorne.
 
   Viele Kinder rechnen mit den Fingern und kommen systematisch zum falschen Ergebnis. 5 minus 4? Machen Sie es nach: 5 sind die Finger der rechten Hand. Jetzt zählen Sie die „minus vier“, ohne die Finger einzuklappen. Eins: Daumen, zwei: Zeigefinger, drei: Mittelfinger, vier: Ringfinger. Und das Ergebnis? Wahrscheinlich ist Ihnen jetzt klar, dass diese Kinder bei 5 minus 4 zu dem Ergebnis 2 kommen – aber können Sie jetzt ganz schnell erklären, was dabei schief läuft?
 
   Sie laufen bei einem Wettlauf mit. Sie sehen vor sich den Drittplatzierten. Sie überholen ihn. Geschafft! An welcher Position sind Sie nun? Nein, Sie sind nicht Zweiter. Denken Sie mal darüber nach.
 
   In einer Kiste liegen 12 Bälle. Die Kiste wird umgekippt, und alle Bälle bis auf 4 kullern heraus. Wie viele Bälle sind noch in der Kiste?
 
   Fast automatisch beginnen wir mit der Rechnung 12 – 4. Haben Sie auch sofort gesehen, dass noch 8 Bälle in der Kiste sind? Das ist leider falsch, denn wenn alle bis auf 4 herausgekullert sind, dann sind natürlich noch genau diese 4 Bälle drin.
 
   Sehr oft spielen uns sprachliche Begriffe einen Streich, wie auch bei der folgenden Geschichte:
 
   Katja hat 6 Murmeln, Leon hat 5 Murmeln. Katja gibt 3 Murmeln ab, Leon 2 Murmeln weniger. Wie viele Murmeln hat Leon? Na?
 
   Auch Vorstellungen von Zahlen als Positionen können bei der Subtraktion gewaltig in die Irre führen:
 
   Die 5 ist die Position am Ende des Fünferpfeils, die 3 die Position am Ende des Dreierpfeils. Wir „nehmen“ bei der Operation minus drei den Dreierpfeil „weg“. Was bleibt? Ein „abgebrochener“ Pfeil, der aber immer noch auf die 5 zeigt!
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   Und weshalb 8 minus 8 sieben sein kann, ist mit Hilfe folgender Skizze auch ganz gut erkennen:
 
    [image: ]   0        1        2        3        4        5         6        7        8
 
   Mit dem Durchstreichen ist das sowieso so eine Sache. In dem äußerst lesenswerten Buch „Kinder und Mathematik“ von Hartmut Spiegel und Christoph Selter kommt jemand zu Wort, den das nahezu traumatisiert hat. Sinngemäß heißt es dort:
 
   Die Lehrerin hat die Kreise halbiert. Und dann hat sie einfach behauptet, die seien nicht mehr da!
 
    [image: ] [image: ] [image: ] [image: ] [image: ] [image: ] [image: ] [image: ] 
 
    
 
   Sie sehen doch sicher auch ein, dass hier oben 6 • ½ + 2 = 5 gezeichnet wurde und nicht 5 – 3 = 2?!
 
   Noch ein wenig verzwickter ist die Sache mit der Multiplikation. In vielen Situationen sind die Faktoren (das sind die Zahlen, die multipliziert werden) nicht gleichberechtigt, obwohl man die Zahlen mathematisch korrekt immer vertauschen darf (das nennt man das „Kommutativgesetz“, was übersetzt einfach „Vertauschungsgesetz“ bedeutet).
 
   Relativ problemlos ist es noch, wenn man eine Anzahl „strukturiert“, das heißt in Reihen und Spalten geordnet, darstellt:
 
   ● ● ● ● ●
 
   ● ● ● ● ●
 
   ● ● ● ● ●
 
   In diesem Bild sehe ich je nach Perspektive drei mal fünf Punkte (in einer Reihe) oder fünf mal drei Punkte (in einer Spalte).
 
   Doch schon bei einer kleinen Änderung der Anordnung wird es ungleich schwieriger, „fünf mal drei Punkte“ zu sehen. Probieren Sie es aus!
 
   ● ● ● ● ●              ● ● ● ● ●              ● ● ● ● ●
 
    
 
   Sollten Sie daraus nun aber schließen, dass zu diesem Bild jetzt „eindeutig“ die Aufgabe 5 + 5 + 5 oder 3 • 5 passt, muss ich Sie enttäuschen.
 
   Ich habe Kindern Multiplikationen mit Plättchen auf unterschiedliche Weise gezeigt und gebeten, die entsprechenden Malaufgaben aufzuschreiben. Dabei erhielt ich ein verblüffendes Resultat: Egal, ob ich die Plättchen gleichzeitig zeigte oder nacheinander, egal wie ich sie anordnete und färbte (natürlich immer so, dass eine Malaufgabe klar erkennbar war) – immer sahen einige Kinder auch die Umkehraufgabe. Ich legte 4 blaue Plättchen hin, nahm diese wieder weg und legte dann 4 gelbe Plättchen hin. Auch diese nahm ich weg, legte 4 grüne Plättchen hin und nahm sie wieder weg. Welche Aufgabe hatten die Kinder aufgeschrieben? Die meisten schrieben
3 • 4. Ich hatte ja drei mal je vier Plättchen hingelegt. Doch stets waren Kinder dabei, die 4 • 3 hingeschrieben hatten. Sprachlich müsste ich das wohl übersetzen in „4, drei mal“. Tatsächlich waren doch auch als erstes vier Plättchen zu sehen!
 
   Aber selbst wenn wir die Multiplikation im Kopf leicht umdrehen können, ist die Reihenfolge der Faktoren nicht gleichgültig für die inneren Bilder, die mit der Multiplikation verknüpft werden können.
 
   Multiplizieren am Zahlenstrahl ist nicht sehr hübsch. Man muss immer bei der Null anfangen zu hüpfen. Das hätte man vielleicht auch bei der Addition machen sollen, denn so könnte man 5 + 3 = 8 auch erklären als 5 Hüpfer und 3 Hüpfer sind zusammen 8 Hüpfer und da landet man auch. Aber dann muss man bei 3 • 2 „drei mal zwei mal hüpfen“ um insgesamt sechs mal gehüpft zu sein und auf der sechs zu landen. Da kann man sehr leicht ins Stolpern geraten.
 
   Oder man macht drei Zweierhüpfer, die fühlen sich aber anders an als zwei Dreierhüpfer, und überhaupt bin ich kein Känguru und außerdem multiplizieren Beuteltiere sowieso nicht.
 
   Bleibt wieder die Multiplikation mit Größen. 3 kg mal 2 kg sind – Moment mal, was heißt hier „2 kg mal 3 kg“? 2 mal 3 kg sind 6 kg (3 kg links auf die Hantel, 3 kg rechts auf die Hantel und los geht’s), 2 kg mal 3 sind auch 6 kg (ich nehme 2 kg zu und noch mal 2 kg zu und noch mal 2 kg zu – aber war das nicht eigentlich 3 mal 2 kg? Zum Glück ist das ja das Gleiche. Auf jeden Fall bin ich 6 kg schwerer geworden). 2 kg mal 3 kg, also, meine Hantelstange wiegt 2 kg und die Scheiben 3 kg und ich hebe die 2 mal 3 mal hoch und dann habe ich 6 mal 6 kg – halt, Blödsinn, das ergibt keinen Sinn. Genau so wenig wie 2 kg mal 3 kg. Ein Mathematiker kann mir zwar sagen, dass das Ergebnis von 2 kg mal 3 kg 6 Quadratkilogramm sind, aber was das sein soll, weiß er normalerweise auch nicht.
 
   Es gibt noch eine schöne Erklärung für die Multiplikation, bei der ich weder hüpfen, noch Gewichte stemmen, noch Plättchen hin- und herschieben muss.
 
   In einem chinesischen Schnellrestaurant gibt es zur Vorspeise zwei Gerichte; Suppe oder Frühlingsrolle. Als Hauptgericht kann man sogar zwischen vier Köstlichkeiten wählen: Huhn, Schwein, Rind, Fisch. Dann gibt es 2 mal 4 gleich 8 unterschiedliche Möglichkeiten, Ihr Menü zusammenzustellen. „Tut leid, heute Flühlingslolle aus“. Dann ist zwei mal vier doch wieder nur vier!
 
   Und das ist mit den Mathenoten doch genau so, oder?
 
   Die Division wurde bereits in Kapitel 4 kurz angesprochen. Sie kann sowohl ein Verteilen an mehrere als auch ein Aufteilen in Portionen bedeuten. Auch hier gibt es unterschiedlich passende Bilder.
 
   6 : 3 = 2 kann so
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   ●  ●  ●  ●  ●  ●
 
   aussehen, dann werden 6 Dinge an 3 „Töpfe“ gleichmäßig verteilt und das Ergebnis 2 bedeutet, dass am Ende in jedem „Topf“ 2 Dinge „liegen“;
 
   6 : 3 = 2 kann aber auch so
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   ●  ●  ●  ●  ●  ●
 
   
aussehen, dann werden 6 Dinge in Dreierportionen aufgeteilt und das Ergebnis 2 bedeutet, dass man 2 solcher Dreierportionen erhält.
 
   Wie bei der Multiplikation bedeuten die einzelnen Zahlen also Unterschiedliches.
 
    
 
   Das Modell des „Portionenbildens“ funktioniert anders als das „Verteilmodell“ auch noch bei negativen Zahlen und Brüchen, es bildet die Grundlage des Messens mit Einheiten und erklärt die Division auch als wiederholte Subtraktion (auf Rechnern findet man oft das Symbol ÷, das auf diesen Zusammenhang hinweist!).
 
   Beim Rechnen mit Größen wird der Unterschied zwischen beiden Modellen deutlich:
 
   6 kg : 3 kann bedeuten, dass 6 kg Schokolade an 3 Kinder verteilt werden. Das Ergebnis, 2 kg, teilt dann mit, wie viel Schokolade jedes Kind erhält (diese Mengen an Süßigkeiten sind natürlich medizinisch und pädagogisch nicht vertretbar; je nach Anfälligkeit der Großeltern, Eltern, Onkel und Tanten für Werbebotschaften jedoch in manchen Familien zu Ostern oder Nikolaus nicht völlig unrealistisch). Ebenfalls nicht ganz unrealistisch ist zwar auch, dass nicht gerecht geteilt wird, doch hier unterstützt die Mathematik das uns allen angeborene Gerechtigkeitsgefühl.
 
   6 kg : 3 kg kann bedeuten, dass 6 kg Schokolade in handliche 3 kg – Portionen aufgeteilt werden. Das Ergebnis, 2 – ohne kg – teilt dann mit, wie viele dieser Portionen der Vorrat hergibt.
 
   Eine kleine Gemeinheit kommt natürlich noch:
 
   Was bedeutet 6 : 3 kg?
 
   Physiker und Mathematiker können sofort die „Lösung“ 2 kg–1 angeben. Aber was sollen „Kilogramm hoch minus eins“ sein?
 
    
 
   Bevor Sie eine Aufgabe wie 6 : 3 kg als „unsinnig“ abhaken, denken Sie kurz darüber nach, wofür der Ausdruck 1 : 4 so alles stehen könnte.
 
        Für eine schmerzliche Heimniederlage beim Fußball, aber damit sollten wir zumindest im wörtlichen Sinne nicht rechnen.
 
    
 
    
 
        Für ein Mischungsverhältnis: „Mischen Sie diesen Sirup im Verhältnis 1 : 4 (sprich „eins zu vier“) mit Wasser!“. Das bedeutet: Ein Teil Sirup, 4 Teile Wasser. Dummerweise besteht das Getränk dann nicht zu einem Viertel aus Sirup, sondern nur zu einem Fünftel.
 
        Für einen absoluten Anteil: Einer von insgesamt vier Schüssen ging daneben. Jetzt passt auch „ein Viertel der Schüsse“ und aus dem dezimalen Ergebnis von 1 : 4 als Rechenoperation (1 : 4 = 0,25) kann ich sogar den Prozentsatz der Fehlschüsse (0,25 = 25 %) bequem ablesen.
 
        Für einen relativen Anteil: Jeder vierte Autofahrer war zu schnell, d. h. pro 4 Autofahrer war (statistisch) ein Temposünder dabei. Dazu muss ich, anders als im vorigen Beispiel, gar nicht wissen, wie viele Autofahrer denn nun tatsächlich kontrolliert wurden.
 
   „Pro“ ist das Stichwort für unsere Aufgabe 6 : 3 kg.
Das Ergebnis lässt sich als 2 „pro kg“ deuten (und analog zu km/h als Stück/kg schreiben):
 
   6 Stück : 3 kg = 2 Stück/kg.
 
   Kann heißen: Wenn 6 Schoko-Nikoläuse zusammen 3 kg wiegen, wie viele Schoko-Nikoläuse bringen dann zusammen 1 kg auf die Waage?
 
   Antwort: 2 Stück.
 
    
 
   Wie? Die Nikoläuse sind zu schwer? Und die Aufgabe auch? Einverstanden. Aber was von beiden ist schwerer?
 
   


  
 


 
   9.            Vielfalt statt Einfalt oder Wir können auch anders
 
    
 
   Wie kommen wir beim Rechnen im Alltag auf brauchbare Ergebnisse?
 
   Bei vielen Aufgaben reicht es, wenn wir die Größenordnung überschlagen. Reicht mein Geld? Wie lange wird das dauern? Wie weit ist es noch? Passt das alles in den Kofferraum? Kann ich das alles zusammen noch tragen? Wie oft muss ich fahren? Wie viele Päckchen Fliesen soll ich kaufen? Im Zweifelsfall ruhig einige mehr, denn unangebrochene Päckchen kann man meistens zurückbringen.
 
   Manchmal muss man etwas auch ganz genau ausrechnen. Dann benutzt man Taschenrechner oder Computer.
 
   So gut wie niemand kommt in eine Situation, in der er etwa
5473,32 : 22,7 ohne Hilfsmittel ausrechnen müsste. Ist es dann so schlimm, wenn wir das nicht können?
 
   Nein.
 
   Schlimm ist es nur, wenn wir keine Ahnung von der Größenordnung des Ergebnisses haben.
 
   Eine der folgenden Lösungen ist richtig. Aber welche?
 
        5473,32 : 22,7 ≈ 24
 
        5473,32 : 22,7 ≈ 240
 
        5473,32 : 22,7 ≈ 2400
 
        5473,32 : 22,7 ≈ 24000
 
   Wenn ich mir rekonstruieren kann, dass die Lösung in der Nähe der Lösung der Aufgabe 5000 : 20 liegen muss und mir ebenfalls plausibel ist, dass deren Ergebnis 250 lautet, werde ich die Lösungen 24, 2400 und 24000 nicht in Betracht ziehen.
 
   Habe ich allerdings keinerlei Vorstellung und vertippe mich beim Eingeben in den Rechner, halte ich möglicherweise 2,411 für das „genaue“ Ergebnis; schließlich steht es schwarz auf weiß auf dem Display!
 
   Wichtig ist die Fähigkeit, die Größenordnung bei Aufgaben richtig abschätzen zu können. Das funktioniert dann ziemlich gut, wenn ich Zahlen nicht als seelenlose Ziffernkolonnen, sondern als gegliederte „Vielheiten“ verinnerlicht habe.
 
   „Sehe“ ich bei der Zahl 5473,32 in erster Linie die 5 „Tausender“ und in der Zahl 86,89898 in erster Linie die 8 „Zehner“, komme ich gar nicht erst in Versuchung, die zweite Zahl als größer zu empfinden.
 
   Sehr nützlich ist diese Sichtweise beim so genannten „halbschriftlichen Rechnen“. Damit bezeichnet man Rechenstrategien, die mit Zahlen operieren und diese dabei zerlegen und wieder zusammensetzen, um Analogien zu nutzen (z. B. ist 3 + 5 = 8 und analog hierzu 3 Zehner + 5 Zehner = 8 Zehner, also 30 + 50 = 80). Um dabei nicht den Überblick zu verlieren, kann man sich Zwischenergebnisse notieren. Im Gegensatz hierzu wird bei den „schriftlichen“ Rechenverfahren nicht mehr im eigentlichen Sinn mit Zahlen gerechnet, sondern mit Ziffern.
 
   6543 plus 765 ganz „im Kopf“ zu rechnen, erfordert schon eine ziemliche Konzentration. Der Ehrgeiz verbietet es aber eventuell, diese Aufgabe schriftlich zu rechnen oder in den Rechner zu tippen. Also rechnet man vielleicht so:
 
   Im Kopf: „6 Tausender, 5 Hunderter, dazu 7 Hunderter, sind 12 Hunderter; die 6 Tausender dazu sind 7 Tausender und 2 Hunderter…“
 
   Man notiert auf ein Blatt Papier: 7200
 
   Weiter im Kopf: „40 und 60 sind 100, drei und fünf sind acht; zusammen 108…“
 
   Man schreibt auf das Blatt: 108
 
   Schließlich im Kopf: „7200 und 108 sind 7308.“
 
   Menschen, die in ihrem Alltag viel rechnen müssen, also z. B. Verkäufer oder Kellnerinnen, beherrschen solche Strategien mitunter meisterhaft. Je mehr diese Berufsgruppen allerdings mit kleinen Computern ausgerüstet sind, desto mehr könnte diese Fähigkeit abnehmen. Das wäre bedauerlich, weil hier ein allgemeiner technologischer Fortschritt zum individuellen geistigen Rückschritt führen könnte.
 
   Diese Strategien sind nämlich ein wunderbares Spielfeld für unseren Intellekt.
 
   Dazu eine kleine Aufgabe: Sie sind sicher in der Lage, ohne Taschenrechner oder Computer das Ergebnis der folgenden Aufgabe zu ermitteln. Allerdings werden Sie kaum das Ergebnis „sofort sehen“, sondern dieses durch einige Rechenschritte, die Sie nacheinander ausführen, ermitteln.
 
   Notieren Sie sich bitte das erste „Zwischenergebnis“, das Sie dabei erhalten, und schließlich natürlich auch das Endergebnis.
 
   57 + 68 – 36 =
 
   Das Ergebnis dieser Aufgabe lautet neunundachtzig. Sollten Sie zu einem anderen Ergebnis gekommen sein, versuchen Sie es ruhig noch einmal von vorne.
 
   Was aber ist Ihr erstes Zwischenergebnis? Ich gebe Ihnen eine Auswahl verschiedener Möglichkeiten und versichere Ihnen, dass jedes Zwischenergebnis sinnvoll und richtig ist und mit den entsprechenden weiteren Schritten zum richtigen Ergebnis führt – und dass es Menschen gibt, die genau diese Zahl als erstes Zwischenergebnis finden werden!
 
   1, 2, 15, 20, 21, 27, 30, 32, 38, 51, 60, 62, 65, 70, 75, 110, 117, 118.
 
   Diese Aufzählung ist nicht vollständig. Auch 120 kann ein sinnvolles erstes Zwischenergebnis sein und andere Zahlen ebenfalls. Wie das?
 
   Allein durch mögliche Zerlegungen in Zehner und Einer und Kombinationen sind die achtzehn Ergebnisse in der oberen Reihe rekonstruierbar.
 
   So ist 7 – 6 = 1, 8 – 6 = 2, 7 + 8 = 15, 50 – 30 = 20, 57 – 36 = 21,
57 – 30 = 27, 60 – 30 = 30, 68 – 36 = 32 usw.
 
   Wahrscheinlich erscheinen Ihnen jetzt einige Kombinationen als nachvollziehbar, aber nicht sinnvoll. Sinn wird allerdings immer individuell konstruiert und sollte nicht von außen diktiert werden – vor allen Dingen dann nicht, wenn auch vermeintlich „unsinnige“ Wege zu sinnvollen Endergebnissen führen!
 
   Wie auch 120 ein sinnvolles Ergebnis sein kann? 60 + 60 = 120;
120 – 30 = 90; 8 – 6 – 3 = – 1; 90 – 1 = 89. Das verstehen Sie nicht? Das macht nichts – falls Sie nicht Mathematiklehrer von Beruf sind. Dann sollten Sie freilich nicht den Schülern sämtliche möglichen Lösungen um die Ohren hauen (die Interferenz lässt grüßen!), sondern sich die Lösungsstrategien der Kinder von diesen erklären lassen.
 
   Schlimm kann es umgekehrt werden, wenn man versucht, eine einzige Strategie als „beste“ aufzuzwingen. Beim Zehnerübergang ist es manchmal zweckmäßig, zunächst den Zehner aufzufüllen und dann weiterzurechnen.
 
   So kann 8 + 7, wenn man es noch nicht auswendig weiß, dadurch berechnet werden, dass man die 7 als 2 plus 5 auffasst und dann
8 + 2 = 10 und 10 + 5 = 15 rechnet.
 
   Wenn man dann aber nahe legt (wie es leider manche Schulbücher tun), die Aufgabe 3 + 11 als 3 + 7 + 4 zu berechnen statt als 11 + 3, verwechselt man die Köpfe der Kinder mit einer Rechenmaschine.
 
   Es lebe die Vielfalt!
 
   Doch – wie könnte es anders sein – auch das halbschriftliche Rechnen kann so seine Tücken haben.
 
   3 + 4 = 7                            30 + 40 = 70                            300 + 400 = 700
 
   8 − 3 = 5                            80 − 30 = 50                            800 − 300 = 500
 
   3 ∙ 3 = 9                            30 ∙ 30 = 90                            300 ∙ 300 = 900
 
   8 : 2 = 4                            80 : 20 = 40                            800 : 200 = 400
 
   An welcher Stelle wurden Sie stutzig?
 
   Gar nicht?
 
   Dann betrachten Sie noch diese Reihe:
 
   800 : 2 = 400
 
   300 ∙ 3 = 900
 
   800 − 3 = 500
 
   300 + 4 = 700
 
   Jetzt aber.
 
   Was bei der Addition und der Subtraktion so schön funktioniert, das „An- und Abhängen der Nullen“, führt bei Multiplikation und Division zu falschen Ergebnissen.
 
   Ein weiteres Beispiel dafür, dass ich das Stellenwertsystem verstanen haben muss, wenn ich mich aus dem Teufelskreis der trick-reichen aber sinn-losen Ziffernmanipulation befreien will.
 
   Dabei gibt es auch bei Multiplikation und Division hilfreiche Analogien – es müssen eben nur die richtigen sein:
 
   3 ∙ 3 = 9                            3 ∙ 30 = 90                            3 ∙ 300 = 900
 
   30 ∙ 3 = 90                            30 ∙ 30 = 900                            30 ∙ 300 = 9000
 
   und
 
   8 : 2 = 4                            80 : 2 = 40                            800 : 2 = 400
 
   800 : 2 = 400                            800 : 20 = 40                            800 : 200 = 4
 
   Na also, es geht doch.
 
   Unterschiedliche Strategien kann ich auch bei diesen Rechenarten entwickeln.
 
   Beispiel 14 ∙ 23
 
        10 ∙ 23 = 230   4 ∙ 20 = 80   4 ∙ 3 = 12
230 + 80 + 12 = 322
 
        14 ∙ 20 = 280               14 ∙ 3 = 42
280 + 42 = 322
 
        14 ∙ 23 = 2 ∙ 7 ∙ 23 = 7 ∙ 46 = 
7 ∙ 40 + 7 ∙ 6 = 280 + 42 = 322
 
   Noch etwas kniffliger ist die halbschriftliche Division, da ich hier oft nach geschickteren Zerlegungen als derjenigen nach Hundertern, Zehnern und Einern suche.
 
   Beispiel 196 : 7
 
        140 : 7 = 20              56 : 7 = 8
20 + 8 = 28
 
        105 : 7              = 15              70 : 7 = 10              21 : 7 = 3
15 + 10 + 3 = 28
 
        98 : 7 = 14              98 : 7 = 14
14 + 14 = 28
 
        210 : 7              = 30              14 : 7 = 2
30 − 2 = 28
 
   Falsch wäre eine stufenweise Berechnung freilich nicht:
 
   100 : 7 = 14 Rest 2
 
   90 : 7 = 12 Rest 6
 
   6 : 7 =   0 Rest 6
 
   Die Reste zusammen: 6 + 6 + 2 = 14
 
   14 :  7 =  2
 
   Und schließlich: 14 + 12 + 0 + 2 = 28
 
   Sinn-voll kann also sehr umständlich sein.
 
   Gemeinsam nicht nur nach Lösungen, sondern auch nach besseren Lösungen zu suchen, muss ja die Vielfalt nicht beschränken.
Mathematik ist nicht zuletzt deshalb so erfolgreich, weil sie auch nach zweck-mäßigen Methoden Ausschau hält.
 
   Sinn und Zweck sind Leitlinien, die auch die allermeisten Mathematikhasser bei ihren Entscheidungen im Leben berücksichtigen. Man könnte behaupten, dass wir allein dadurch schon (wenn auch unbewusst) Mathematik betreiben.
 
   


  
 


 
   10.       Tue dies, tue das – aber weshalb?
 
    
 
   Zur Zeit des Adam Riese (eigentlich Adam Ries, um 1492 − 1559) war es möglich, seinen Lebensunterhalt damit zu verdienen, dass man größere Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen und Divisionen auf einem Blatt Papier durchführen konnte.
 
   Die Künste der mittelalterlichen „Rechenmeister“ lernen unsere Kinder heute im Wesentlichen in der dritten und vierten Klasse − neben einigem andern.
 
   Das schriftliche Rechnen ist äußerst raffiniert: es stützt sich auf die stellenweise Analyse der Ziffern und hantiert mit diesen wie mit den einstelligen Zahlen. Da die Ziffern aber für ganz unterschiedliche Zahlen stehen können, muss gleichzeitig immer auch der Stellenwert der Ziffer berücksichtigt werden. Das wird immer dann besonders knifflig, wenn zusätzlich Überträge in andere Stellenwerte notwendig werden.
 
   Es ist möglich, die Regeln für das schriftliche Rechnen wie ein Schritt für Schritt nachzuvollziehendes „Kochrezept“ aufzuschreiben, und tatsächlich wurde das im Mittelalter genau so praktiziert. Leider sind die Methoden so komplex, dass kleinste Abweichungen zu empfindlichen Störungen führen. Für Computer, die penible Schritt-für-Schritt-Anweisungen (man nennt so was auch „Algorithmen“) abarbeiten können, kein Problem – für unser vernetzt arbeitendes Gehirn indes schon.
 
   Zu jedem möglichen Rechenverfahren den genauen Algorithmus aufzuschreiben, wäre langwierig und würde schnell langweilig werden. Die meisten Erwachsenen haben die Verfahren längst automatisiert und können sie herunterspulen, ohne über ihren Sinn nachzudenken.
 
   Fatal wäre es aber, wenn man versuchen würde, sie auch Kindern gleich mechanisch zu vermitteln. Hinter jedem Verfahren stecken subtile Konstruktionen und Bedeutungen, die man sich beim Lernvorgang erarbeiten und erschließen muss. Das ist weder banal noch einfach, und eine genaue Aufschlüsselung würde etliche Seiten füllen.
 
   Die Vorstellung, jede(r) könne dies allein schon deswegen gut vermitteln, weil er oder sie es selber kann, ist ziemlich abwegig. Über ein Vormachen – Nachmachen dürfte man kaum hinauskommen, und das hat weniger mit Lernen zu tun als mit Dressur. Wer glaubt, um beispielsweise ein guter Grundschullehrer zu sein, brauche man vor allem „pädagogisches Geschick“ (und der Rest sei nebensächlich), müsste sich mit der gleichen Logik auch bevorzugt von jemandem mit ruhigen Händen den Blinddarm entfernen lassen (und es als nebensächlich empfinden, ob es sich hierbei um einen Uhrmacher oder einen Chirurgen handelt).
 
   Bei der schriftlichen Addition ist es nicht sehr schwer, zu erklären, was der „Übertrag“ bedeutet und weshalb man Einer unter Einer, Zehner unter Zehner und so weiter schreiben muss.
 
   Dafür, dass man meist von unten nach oben rechnet und nicht von oben nach unten, gibt es indes keinen inhaltlichen Grund.
 
   Bei der schriftlichen Subtraktion ist die Sache mit den Überträgen schon wesentlich verwickelter. Könnten Sie begründen, was bei der Subtraktion diese Überträge bedeuten?
 
   Es soll keine langwierige mathematikdidaktische Erläuterung folgen, aber ein Beispiel, an dem erfahrbar wird, dass es hierfür je nach Verfahren unterschiedliche Antworten geben kann.
 
   Hoffentlich niemand rechnet die Aufgabe 34 – 18 wirklich schriftlich. Betrachtet man sie aber als Teil der Aufgabe, sagen wir, 7458534 – 573518, dann kommt sie doch innerhalb schriftlicher Subtraktionen vor. Dabei sind mehrere Vorstellungen möglich, die zu verschiedenen Schreib- und Sprechweisen führen können.
 
   1. Variante:
Einerspalte: 4 minus 8 geht nicht. 14 minus 8 gleich 6.
 
   Zehnerspalte: 2 minus 1 gleich 1.
 
   2. Variante:
 
   Einerspalte: 4 minus 8 geht nicht. 14 minus 8 gleich 6.
 
   Zehnerspalte: 3 minus 2 gleich 1.
 
   3. Variante:
 
   Einerspalte: 8 plus 6 gleich 14.
 
   Zehnerspalte: 1 plus 1 gleich 2.
 
   4. Variante:
 
   Einerspalte: 8 plus 6 gleich 14.
 
   Zehnerspalte: 2 plus 1 gleich 3.
 
    
 
   Grämen Sie sich nicht, wenn Ihnen nicht jede Variante einleuchten will. Für den Alltagsgebrauch ist es völlig ausreichend, wenn Sie ein Verfahren beherrschen. Können Sie es unter den angegebenen Varianten herausfinden?
 
   Schriftliches Multiplizieren ist ohne Beherrschung des kleinen Einmaleins nicht möglich. Multipliziert man zwei dreistellige Zahlen miteinander, dann multipliziert man nacheinander Einer mit Einern, Einer mit Zehnern, Einer mit Hundertern, Zehner mit Einern, Zehner mit Zehnern, Zehner mit Hundertern, Hunderter mit Einern, Hunderter mit Zehnern und Hunderter mit Hundertern. Dabei entstehende Überträge muss man sich im Kopf behalten und an der passenden Stelle wieder hergeben. Schließlich muss noch schriftlich addiert werden. Ein einziger Fehler führt zu einem falschen Ergebnis. Die Chance, das richtige Ergebnis zu erhalten, steigt deutlich, wenn mir klar ist, was ich wirklich bei jedem Schritt mache.
 
   Das gilt auch für das komplexeste der schriftlichen Rechenverfahren, der Division. Lösen Sie bitte zunächst folgende Aufgabe (es gibt einen „Rest“ bei der Division, der nicht weiter geteilt werden muss):
 
   
13318 : 11 =
 
   
Was haben Sie als Ergebnis? Einhunderteinundzwanzig Rest acht?
 
   Falls ja: Wie lautet das Ergebnis von 11000 : 11? Das war leicht, oder? Dann schauen Sie sich doch noch einmal die vorherige Aufgabe und Ihr Ergebnis an!
 
   Eine der großen Stolperfallen der schriftlichen Division (und leider nicht die einzige) besteht darin, dass man sich bei der Notation der ersten Ergebnisziffer im Allgemeinen noch nicht darüber im Klaren ist, was man eigentlich aufschreibt: Zehner? Hunderter? Tausender? Zehntausender?
 
   Als Sie bei der Aufgabe „dreizehn durch elf gleich eins“ oder „elf geht in dreizehn einmal“ gerechnet haben, hätte es ausführlich heißen müssen „dreizehn Tausender durch elf gleich ein Tausender“ oder „elf geht in dreizehntausend eintausend mal“. Dann hätte Sie das Ergebnis 121 stutzig machen müssen.
 
   Im Alltag würde es das auch tun. Wären Sie Mitglied einer Tippgemeinschaft mit 11 Leuten und hätte diese 13318 Euro gewonnen, würden Sie sich kaum mit 121 Euro zufrieden geben.
 
   Die große Stärke der schriftlichen Rechenverfahren ist gleichzeitig ihre größte Schwäche. Es ist möglich, ohne allzu großes Nachdenken über die Zusammenhänge ein „Programm“ abzuspulen, das zum richtigen Ergebnis führt. Mit dem Nachdenken schalte ich aber auch das effektivste Kontrollsystem unseres Gehirns aus; das, was man gemeinhin als Verstand bezeichnet.
 
   Müsste ich die Wahl treffen zwischen
 
        der Fähigkeit, Größenordnungen zuverlässig abzuschätzen und dafür bei der Berechnung exakter Ergebnisse auf den Taschenrechner angewiesen zu sein
 
   und
 
        der Kunstfertigkeit, schriftliche Verfahren automatisch durchführen zu können, dieses aber grundsätzlich auch bei einfachen und Überschlagsrechnungen tun zu müssen,
 
   dann fiele mir diese nicht schwer.
 
   Maschinen, die mir Rechenarbeit abnehmen, gibt es für wenig Geld zu kaufen.
 
   Abschätzen, Abwägen und Entscheidungen zu treffen möchte ich mir hingegen gar nicht abnehmen lassen.
 
   Es gab Zeiten und Orte, da galt es als unverzichtbar, reiten zu können, um rasch von einem Ort zum anderen zu gelangen.
 
   Heute ist eine völlige Unkenntnis des Reitens kein Indiz mehr für mangelnde Mobilität.
 
   Mit dem technischen Fortschritt ist Mobilität mehr eine Sache von Kopf und Herz geworden als von Fitness und Kondition.
 
   Vielleicht wird man es zukünftig ebenso als weitgehend unproblematisch empfinden, das ganz genaue Ergebnis von
47549,22 : 75,3 nicht mehr ohne Hilfsmittel ermitteln zu können.
 
   Mit dem technischen Fortschritt könnte so auch Mathematische Kompetenz mehr eine Sache von Kopf und Herz werden als von Rechenfertigkeit und Merkfähigkeit.
 
   


  
 


 
   11.       Warum größer auch kleiner sein kann
 
    
 
   Eine Studentin der PH Freiburg untersuchte Realschüler der 5. Klasse, bei denen der Verdacht auf Rechenschwäche bestand. Dabei befragte sie ein Mädchen, ob dieses mit Hilfe von quadratischen Pappkärtchen zeigen könne, dass „sieben größer als vier“ sei. Man sollte annehmen, das sei für eine Realschülerin eine unterfordernd leichte Aufgabe: Hier sieben Kärtchen, darunter vier Kärtchen, und, ganz klar: in der oberen Reihe liegen drei Kärtchen mehr…
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   Sieben ist größer als vier, weil man zum Legen von „7“ neun Kärtchen, zum Legen von „4“ hingegen nur acht Kärtchen braucht.
 
   Man schreibt 7 > 4 und liest „7 ist größer als 4“.
Aber was meint man damit?
 
   Bevor wir diese Frage näher untersuchen, bearbeiten Sie doch bitte folgende Aufgabe:
 
   Welche dieser beiden Zahlen ist größer:
 
   5                            3
 
   


 
   
  
 



Diese Aufgabe hat einen wesentlich ernsteren Hintergrund als man auf den ersten Blick vermuten würde.
 
   Da unser Gehirn immer bestrebt ist, sinnvolle Verknüpfungen zu nutzen, wird durch den Begriff „größer“ auch eine Vorstellung von räumlich-körperlicher „Größe“ aktiviert. Das hat zur Folge, dass wir tatsächlich messbar länger brauchen, die Frage nach der größeren Zahl zu beantworten, wenn diese kleiner geschrieben ist.
 
   Streng genommen wurde nie wirklich nach der „kleineren“ Zahl gefragt. 4 ist eigentlich nicht „kleiner“ als 7.
 
   Falls ich mir die Zahlen als Anzahlen vorstelle, kann ich sagen „vier sind weniger als sieben“.
 
   Stelle ich mir die Zahlen als Reihe vor, dann liegt „vier vor der sieben“.
 
   Als Nummer kann ich von einer niedrigeren (z. B. Startnummer) sprechen; ansonsten könnte ich tatsächlich das Lineal zur Hilfe nehmen, um die Frage nach der Größe zu beantworten. Eventuell entstehen vor meinem inneren Auge auch das Bild einer „großen“ Villa mit Hausnummer 4 und eines kleinen Häuschens mit der Nummer 7 (oder umgekehrt).
 
   Selbst als Rechenzahl kann die 4 eine Zahl „größer“ und die 7 eine Zahl „kleiner“ machen (plus 4 kann beispielsweise „mehr“, minus 7 „weniger“ bedeuten).
 
   Sind vier und sieben hingegen Maßzahlen, gibt es viele Möglichkeiten. Dazu gleich mehr.
 
   „=“,  „>“ und „<“ bezeichnen Beziehungen oder Relationen zwischen „zusammengehörenden Dingen“, die in der Mathematik in „Klassen“ eingeteilt werden können.
 
   Betrachtet man Größen, die messbar sind, dann sind in „Äquivalenzklassen“ reale Dinge („Repräsentanten“), die gleich schwer, gleich lang, gleich viel wert usw. sind zusammengefasst. Zwischen den Repräsentanten einer solchen Äquivalenzklasse gilt die Äquivalenzrelation „=“, zwischen denen unterschiedlicher Klassen die Relation „<“ oder „>“.
 
   In der Schulmathematik gebräuchliche Größen sind Länge, Geldwert, Zeitspannen, Gewicht (streng genommen Masse, aber da wir im Alltag davon sprechen, dass etwas beispielsweise „12 Kilo wiegt“, wird die Bezeichnung „Gewicht“ akzeptiert), Volumen und Fläche, um die wichtigsten zu nennen.
 
   Größen werden mathematisch mit Hilfe einer Maßzahl und einer Einheit beschrieben. 3 m, 3 €, 3 min, 3 kg, 3 cm³ und 3 m² − in jedem dieser Ausdrücke bedeutet die führende „3“ etwas ganz anderes, und obwohl 3 = 3 gilt, erkennen wir sofort, dass es unsinnig wäre, daraus etwa „3 min = 3 kg“ zu schließen.
 
   Durch die Verwendung unterschiedlicher Einheiten innerhalb der gleichen Größe kommt es zu weiteren „seltsamen“ Zusammenhängen:
 
        7 > 3 und 7 m > 3 m, aber 7 cm < 3 m.
 
   Abgesehen davon, dass „>“ hier nicht mit „größer als“, sondern mit „länger als“ übersetzt werden sollte, gibt es wiederum Situationen, auf die solche Beschreibungen nicht zu passen scheinen. Sieben Zentimeter mögen kürzer sein als 3 Meter, trotzdem ist eine 7 Zentimeter lange Narbe im Gesicht „sehr lang“ und ein 3 Meter langer Gartenschlauch nur „sehr kurz“; auf einer Karte sind 7 cm wesentlich länger als 3 m „in Wirklichkeit“ und eine 7 cm lange Schnur kann durchaus „länger“ sein als eine 3 m hohe Stange (die vielleicht einen Durchmesser von 4 cm hat und somit nur 4 cm „lang“ ist).
 
   Alle diese „unpassenden“ Situationen lassen sich mit einigen zusätzlichen Erläuterungen zwar „anpassen“, trotzdem kollidieren hier verschiedene Vorstellungen miteinander.
 
        5 = 5 und 5 € = 5 €, aber 5 € ≠ 5 $ (oder manchmal doch?)
 
        1 ≠ 2, aber 1 kg = 2 Pfund
 
        1 + 1 = 2, aber 1 Minute + 1 Sekunde = 61 Sekunden
 
        1 : 1 = 1, aber
 
   o        1 m : 1 cm = 100
 
   o        1 cm : 1 m = 0,01
 
        2 ∙ 3 = 6, aber 2 m² ∙ 3 dm = 600 dm³
 
        usw.
 
   Sie können noch viele solche scheinbare Unregelmäßigkeiten finden.
 
    
 
   7 € > 3 € müsste genau genommen heißen „7 € sind mehr wert
als 3 €“; ein Stapel Münzen im Wert von 3 € kann nämlich durchaus „größer“ sein als ein solcher im Wert von 7 € und aus mehr Münzen bestehen.
 
   7 Stunden > 3 Stunden müsste genau genommen heißen „7 Stunden dauern länger als 3 Stunden“; 3 Stunden bei den Hausaufgaben können dabei subjektiv aber wesentlich länger (oder langwieriger) erscheinen als 7 Stunden auf dem Rummelplatz… Bei Zeitspannen das Attribut „groß“ zu benutzen hat hingegen schon lyrische Aspekte („Herr, es ist Zeit: Der Sommer war sehr groß…“; „die große Zeit der Burgen und Ritter“).
 
   7 kg > 3 kg hieße „7 Kilogramm wiegen schwerer als 3 Kilogramm“ (streng genommen müsste man sogar noch ergänzen „in Ruhe am gleichen Ort der Erde“, was damit zu tun hat, dass die Masse unabhängig, die Gewichtskraft aber abhängig von der Anziehungskraft (d. h. der auf ihn einwirkenden Beschleunigung) ist; so „wiegt“ in der Schwerelosigkeit ein Körper gar nichts und auf dem Mond etwa nur ein Sechstel dessen, was er durchschnittlich auf der Erde wiegt).
 
   Es ist klar, dass etwas, das 3 kg wiegt, sehr viel „größer“ sein kann als etwas, das 7 kg wiegt. Die bekannte Scherzfrage, was schwerer sei: ein Kilo Eisen oder ein Kilo Federn, basiert auf genau diesem Zusammenhang. Und die Tatsache, dass diese so oft „funktioniert“ genau darauf, dass unser Gehirn eben immer mehrere Verbindungen und Bilder nutzt; also selbst einer abstrakten Größe wie „1 kg“ immer eine konkrete Bedeutung zuzuordnen bestrebt ist.
 
   7 m³ > 3 m³: Hier lässt uns unsere Sprache im Stich. Es gibt keinen adäquaten Ausdruck für „größeres Volumen“. „Voluminöser“ ist eher eine qualitative als eine quantifizierende Bezeichnung, „mehr Inhalt“ ist ebenfalls nicht trennscharf.
 
   7 m² > 3 m² führt auf ein vergleichbares Problem. „Größere Fläche“ ist wahrscheinlich noch die beste Lesart. Dass „größere Fläche“ wiederum etwas anderes ist als „größer“ lässt sich an folgender Aufgabe, die mit der auf Seite 66 verwandt ist, gut zeigen:
 
    
 
   Welches der beiden folgenden Rechtecke ist größer?
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   Leichter wären sicher folgende Fragen zu beantworten:
 
   Welches Rechteck hat die größte Länge einer Seite?
 
   Welches den größten Umfang?
 
   Welches den größten Flächeninhalt?
 
   Welches die größte Winkelsumme?
 
    
 
   Gar nicht objektiv diese:
 
   Welches macht beim Zeichnen die größere Mühe?
 
   Welches wirkt größer?
 
   


  
 


 
   12.       Kennen Sie Dezigramm und Dekameter?
 
    
 
   Eine der vielen Fragen, die mich als Kind beschäftigten, war diejenige, weshalb man für eine bestimmte Art Gebäck ausgerechnet 6 Tage alte Butter benötigte. In einem handschriftlichen Backrezept hatte ich nämlich in der Zutatenliste den Eintrag „6 dag Butter“ gelesen. Vielleicht sollte das aber, statt 6 Tage alter Butter, auch bedeuten „die Butter von 6 Tagen“. Auf die Idee, jemanden zu fragen, bin ich freilich nicht gekommen. Ob ich eine adäquate Antwort erhalten hätte? Diese fand ich erst sehr viel später, als ich mich etwas genauer mit dem Umrechnen von Einheiten beschäftigte.
 
   „Die Umrechnungszahl bei Längen ist 10.“, so habe ich in der Grundschule gelernt. 10 mm = 1 cm, 10 cm = 1 dm, 10 dm = 1 m,
10 m = − und da war es eigentlich schon aus. Jenseits der Meter schien die Umrechnungszahl dann plötzlich tausend zu sein, denn
1 km = 1000 m.
 
   „Die Umrechnungszahl bei Gewichten ist 1000.“, denn 1000 mg =
1 g, 1000 g = 1 kg, 1000 kg = 1 t. Stutzig machte mich dann aber der Doppelzentner, mit dem wir in der fünften Klasse rechnen mussten. Ein Doppelzentner sind 100 kg, und ein Zentner, das wussten wir, war ein großer Sack voll, den hochzuheben wir kaum schafften.
 
   Heute weiß ich, dass diese „Umrechnungszahlen“ mich völlig zu Recht stutzig machten, sie sind nämlich schlichtweg falsch.
 
   Von einigen Ausnahmen abgesehen ist die „Umrechnungszahl“ zwischen den Einheiten die gleiche „Umrechnungszahl“ wie in unserem dezimalen Zahlsystem: 10.
 
   
So wie dort Anzahlen immer in Zehnerpaketen gebündelt oder zu solchen entbündelt werden, erhalten auch Einheiten in „Zehnerpaketen“ eigene Namen. Diese entstehen meist durch das Voranstellen einer Silbe. Dabei benutzt man griechische Zahlwörter für größere und lateinische für kleinere Einheiten.
 
   Die wichtigsten lateinischen kennen wir von den Längeneinheiten der Grundschule. Hier wird (aus didaktischen Gründen) die Einheit „Dezimeter (dm)“ benutzt, obwohl sie im Alltag kaum Verwendung findet. „Dezi“, von decem = zehn (im römischen Kalender war der Dezember der zehnte Monat im Jahr, daher sein Name), bezeichnet den zehnten Teil der Einheit, „centi“ den hundertsten und „milli“ den tausendsten.
 
   Die entsprechenden griechischen sind uns nicht ganz so geläufig. „kilo“ als Bezeichnung für das Tausendfache ist allgemein bekannt, „hekto“ für das Hundertfache kennen wir von der Einheit „Hektoliter“, und die Vorsilbe „deka“ von der Bezeichnung „Dekade“ für ein Jahrzehnt.
 
   Da man jeweils den Anfangsbuchstaben zur Kennzeichnung benutzt, gibt es dm, cm und mm sowie km, hm und dam (zur Unterscheidung von dm verwendet man bei „deka-“ die Buchstabenkombination da).
 
   Hektometer und Dekameter sind bei uns nicht gebräuchlich; trotzdem gibt es diese Bezeichnungen für 100 m und für 10 m und in anderen Ländern werden sie durchaus verwendet.
 
   Hier finden wir nun auch die Antwort auf die Frage, was „6 dag“ bedeutet: 6 dag = 6 Dekagramm = 6 „Zehngramm“ = 60 Gramm.
 
   Eine Tafel Schokolade wiegt demgemäß ein Hektogramm und ein Liter Milch ein Kilogramm: Auch bei Gewichten beträgt die Umwandlungszahl zehn!
 
   Was ist dann aber ein Doppelzentner?
 
   100 Kilogramm sind 100000 Gramm. Und da wird es wieder gemein: Vorsilben für „zehntausend“ und „hunderttausend“ fehlen. Dafür gibt es wiederum welche für „eine Million“, „eine Milliarde“ und „eine Billion“. Diese heißen „mega“, „giga“ und „tera“. So bleiben für den Doppelzentner wieder nur 100 kg; die Tonne (1000 kg) könnte man hingegen auch „Megagramm“ nennen, 1000 Tonnen sind ein Gigagramm und ein Teragramm entspricht einem Gewicht von einer Million Tonnen!
 
   Entsprechend gibt es auch Bezeichnungen für kleinere Einheiten: Dezigramm für ein Zehntel Gramm, Zentigramm für ein Hundertstel und Milligramm für ein Tausendstel. Auch hier klaffen jetzt wieder Lücken bei Zehn- und Hunderttausendstel; ein Millionstel Gramm heißt Mikrogramm, ein Milliardstel Gramm Nanogramm.
 
    
 
   In ein 0,2-Liter-Glas passen somit auch 2 dl, 20 cl oder 200 ml und in ein 50-Liter-Fass auch 5 dal, 0,5 hl oder 0,05 kl.
Oder, für Angeber, 50 Milliarden Nanoliter.
 
   Es gibt Millisekunden und Nanosekunden, statt von Dezisekunden und Zentisekunden spricht man von Zehntel- und Hundertstelsekunden. Aber Dekasekunden, Hektosekunden, Kilosekunden? Fehlanzeige!
 
   Wir wissen alle, dass die nächst größere Zeiteinheit die Minute ist und diese nicht 10 und nicht 100 Sekunden beinhaltet, sondern 60. Von diesen werden wieder 60 zu einer Stunde zusammengefasst, davon 24 zu einem Tag, deren 7 zu einer Woche oder 365,25 zu einem Jahr − woher dieses Durcheinander?
 
   Grundlagen unserer Zeitspanneneinheiten sind astronomische Vorgänge. Ein Jahr bezeichnet den Zeitraum, den die Erde zur Umrundung der Sonne benötigt, ein Tag ist die Zeit, die die Erde für eine Umdrehung um die eigene Achse benötigt. Dass 7 Tage zu einer Woche zusammengefasst werden, ist willkürlich; allerdings scheint der bereits in der Bibel vorgegebene Rhythmus von 6 Tagen Arbeit und einem Ruhetag dem menschlichen Biorhythmus recht gut zu entsprechen. Auch die Unterteilung des Tages in 24 Stunden ist willkürlich. Früher war es üblich, jeweils die Zeit zwischen Sonnenauf- und untergang in 12 gleiche Abschnitte zu teilen (und entsprechend auch die Nacht). Dadurch waren die Tagesstunden im Sommer länger als im Winter. Natürlich hätte man den Tag auch in 10 gleiche Zeitabschnitte teilen können. Einen Vorteil hat allerdings die 12 gegenüber der 10: 12 lässt sich ohne Rest u. a. durch 3 und 4 teilen, sich also ganzzahlig dritteln und vierteln, was mit der 10 nicht gelingt. Die Besonderheit der 12 erkennt man auch an den eigenen Zahlennamen bis dahin und an der Bezeichnung „Dutzend“.
 
   Die weitere Unterteilung der Stunde in 60 Minuten und danach in Sekunden ist ebenso historisch als auch praktisch begründet. Schon die Babylonier schätzten die Vorteile des 60er-Systems. 60 hat nämlich auch sehr viele Teiler. So sind halbe, drittel, viertel, fünftel und sechstel Stunden durch volle Minutenzahlen beschreibbar, und entsprechendes gilt auch für die Minutenbruchteile.
 
   Bei der Winkelmessung verwendet man ebenfalls bis heute mit 360° für den Vollwinkel eine nicht-dezimale Bündelung.
 
   Bei größeren Zeiteinheiten als Jahre und kleineren als Sekunde greift man dann allerdings wieder auf die dezimalen Staffelungen zurück: Jahrzehnt, Jahrhundert, Jahrtausend und eben Zehntel-, Hundertstel- und Tausendstelsekunde.
 
   Die Bezeichnungen „Minute“ und „Sekunde“ wiederum sind ihrerseits durch reichlich unlogische Ableitungen entstanden. „Pars minuta prima“ und „pars minuta secunda“ bedeuten „der erste verminderte Teil“ und „der zweite verminderte Teil“ (gemeint ist jeweils der Teil einer Stunde).
 
   Die Vorsilbe „min“ ist uns aus Wörtern wie „minus“, „mindestens“, „minimal“ oder eben „vermindern“ bestens bekannt.
 
   Mit der gleichen Logik, mit der die Minute „Minute“ heißt, könnte auch die Sekunde als „Minute“ bezeichnet werden. Hierfür verwendet man nun jedoch einen anderen Teil des Ausdrucks; „secunda“, „zweite“, bekannt aus Wörtern wie „sekundieren“, „sekundär“ oder auch dem englischen „second“.
 
   Mit dieser Logik müsste die Minute also eher „Prime“ heißen.
 
   Aber halt, kennen wir das nicht aus der Musik? Prime, Sekunde, Terz, Quarte, Quinte?
 
   Nur, leider, wird hier nichts fortwährend kleiner. Im Gegenteil: Diese Ausdrücke bezeichnen Tonabstände, die von null (Prime = 2zwei identische Töne) über einen (halben) Ton der Tonleiter, zwei, drei usw. immer größer werden!
 
   


  
 


 
   13.       Millionstel, die Hundertstel heißen
 
    
 
   Manchmal kombiniert man zwei gültige Regeln und erhält daraus eine logische dritte Regel – die aber leider ziemlich falsch ist.
 
   Regel 1:
 
   Dezi- heißt Zehntel, Zenti- Hundertstel und Milli- Tausendstel.
 
   Regel 2:
 
   ab² ist eine andere Schreibweise für a ∙ b²;
 
   a² ∙ b² kann auch als (a ∙ b)² geschrieben werden.
 
   Regel 3:
 
   cm² heißt c ∙ m², also ein Hundertstel Quadratmeter.
 
   Ärgerlich nur, dass der hundertste Teil eines Quadratmeters ein Quadratdezimeter ist.
 
   Bei genauer Betrachtung – oder besser Anhörung – erkennt man, dass dm² nicht „Deziquadratmeter“ ausgesprochen wird, sondern „Quadratdezimeter“. Eine logische Schreibweise wäre demzufolge auch (dm)²:
 
   (1 dm)² =
1 dm ∙ 1 dm =
1/10 m ∙ 1/10 m =
(1/10 ∙ 1/10) m² =
1/100 m² 
 
   Ein Quadratdezimeter ist also ein Zenti-Quadratmeter, ein hundertstel Quadratmeter. Die Schreibweise für Zenti-Quadratmeter wäre cm² − aber das ist ja die Schreibweise für Quadratzentimeter, und das, ja,… wie denn nun?
 
   Der ganze Schlamassel entsteht dadurch, dass die Einheiten für Fläche und Volumen teilweise mit Hilfe von Längeneinheiten „zusammengesetzt“ wurden.
 
   Ein Quadratmeter ist die Fläche eines Quadrates mit einer Seitenlänge von einem Meter. Ein Quadratdezimeter als nächst kleinere Einheit ist die Fläche eines Quadrates mit einer Seitenlänge von einem Dezimeter. Davon passen aber schon 100 in das größere Quadrat, wie man anhand der folgenden Skizze erkennen kann:
 
    
 
    
     
     
       
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
      
 
       
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
      
 
       
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
      
 
       
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
      
 
       
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
      
 
       
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
      
 
       
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
      
 
       
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
      
 
       
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
      
 
       
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
       	  
  
      
 
     
    
 
   
 
    
 
   Würde man ein Meterquadrat in zehn gleich große Quadrate unterteilen wollen, wäre das wesentlich schwieriger, da zehn im Gegensatz zu 100 keine Quadratzahl ist.
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Man erhielte nicht nur gänzlich „krumme“ Seitenlängen, sondern müsste das zehnte Quadrat auch aus dem verbleibenden Randstreifen „zusammenpuzzlen“. Es gibt keine eigenständige Einheit, die „ein Zehntel Quadratmeter“ bezeichnet. In so fern hat bei Flächeneinheiten eine „Umrechnungszahl 100“ sogar eine gewisse Berechtigung:
 
   100 mm² = 1 cm²
 
   100 cm² = 1 dm²
 
   100 dm² = 1 m²
 
   100 m² = 1 dam²
 
   100 dam² = 1 hm²
 
   100 hm² = 1 km²
 
   Sie haben natürlich gleich bemerkt, dass „Quadratdekameter“ und „Quadrathektometer“ nicht gebräuchlich sind, oder? Sind sie aber doch, wenn auch unter anderem Namen: 100 m² bezeichnet man als ein Ar (Abkürzung a), 100 Ar (oder 10000 m²) als Hektar (Abkürzung ha, was man immerhin als „hekto-Ar“ auffassen kann).
 
   Flächen haben es auch deshalb besonders schwer innerhalb der Größen, weil es kein einfaches Messgerät zu deren Größenbestimmung gibt. Für Längen gibt es Lineale, für Zeitspannen (Stopp-)Uhren, für Gewichte Waagen, für Volumina Messbecher und die Geldwerte werden sogar gleich auf die Repräsentanten geschrieben – aber zum Bestimmen der Flächengröße von beispielsweise folgender Figur:
 
    [image: ] 
 
    
 
    
 
    
 
    
 
   
sind richtig komplizierte mathematische Verfahren notwendig.
 
   Die dreidimensionalen Volumeneinheiten können noch verwirrender wirken. Da hier als Grundeinheit das Volumen eines Würfels mit der Kantenlänge 1 Meter verwendet wird, sind solche Zahlen als Umrechnungszahlen praktisch, die „Kubikzahlen“ (von Kubus = Würfel) sind, d. h. Zahlen, die aus einer natürlichen Zahl n durch die Rechenoperation n ∙ n ∙ n gebildet werden können. Solche Zahlen sind z. B. 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729 und 1000. In diese Zahl kleinerer Würfel lässt sich ein großer Würfel leicht dadurch zerlegen, dass man die Kanten halbiert, drittelt, viertelt und so weiter.
 
   Wenn man sie also zehntelt, erhält man aus einem großen Würfel tatsächlich 1000 kleine. 1/10 mal 1/10 mal 1/10 ergibt auch wirklich 1/1000.
 
   In einem Kubikmeter (m³) stecken somit 10 ∙ 10 ∙ 10 = 1000 Kubikdezimeter (dm³) und 1000 ∙ 1000 = 1000000 Kubikzentimeter (cm³). Hier täuscht die Vorsilbe „Zenti“ Hundertstel vor, wo Millionstel gemeint sind.
 
   Gleich ob „Kubikzentimeter“ oder „Mikrokubikmeter“: im Alltag nennen wir dieses Maß ohnehin „Milliliter“. Das ist, so wissen wir, ein Tausendstel Liter. Ein Liter ist eine alternative Bezeichnung für dm³. Mit Hilfe der Ersatzbezeichnung Liter konstruiert man immerhin auch noch Zentiliter, Deziliter und Hektoliter, die man mit einer Umrechnungszahl 1000 nicht aus dem Kubikdezimeter erhalten kann. Außerhalb der Getränkeindustrie benutzt jedoch kaum jemand diese Einheiten.
 
   Aber auch dort sagt man zu 1000 Litern nun wieder Kubikmeter, und größere Volumeneinheiten sind generell gar nicht mehr gebräuchlich. Immerhin stecken in einem Kubikkilometer nicht weniger als eine Milliarde Liter. Gigaliter wirkt da eher verharmlosend, eine Million Kubikmeter schon beeindruckender.
 
   Wirklich fasslich werden so große Dimensionen aber nur durch Vergleiche. Wenn jeder der knapp einer Million nicht gerade als Kostverächter bekannten Saarländer täglich 3 Liter trinkt, dauert es immerhin noch über ein Jahr, bis ein Gigaliter ausgetrunken ist.
 
   Na denn prost!
 
   


  
 


 
   14.       Scheren, die nichts kürzen
 
    
 
   Die Hoffnung des Menschen nach Erlösung sollte nach Vorstellung der Kirchen auf das Jenseits gerichtet sein, aber manchmal erfährt der Mensch auch irdische Wohltaten, die ihn von Kümmernissen befreien. Hierzu zählt ohne Frage die Erfindung von Taschenrechnern, in die man Brüche eingeben kann.
 
   Zu groß war die Enttäuschung zuvor bei vielen Siebtklässern, die, da sie nun Taschenrechner im Mathematikunterricht benutzen durften, glaubten, von der Mühsal des Rechnens fürderhin auf alle Zeit entbunden zu sein. „Addiere fünf Achtel und vier Siebtel. Schreibe das Ergebnis als Bruch und kürze so weit wie möglich!“ war eine Aufgabe, mit der die Lehrer diese Illusion gründlich zerstören konnten. Außer einer unappetitlichen Kommazahl war einem Taschenrechner kein brauchbares Ergebnis zu entlocken.
 
   Moderne Taschenrechner erlauben die Eingabe von Brüchen und zeigen auf Wunsch auch das Ergebnis in Bruchschreibweise an. Der Eingabe „5∟8+4∟7=“ (oder so ähnlich) folgt die Anzeige „67∟56“ oder „1∟11∟56“. Zugegeben, was das bedeuten soll, bleibt einem zwar weiter verborgen, aber man hat das produziert, was der tiefe Sinn jeder Mathematikaufgabe zu sein scheint: Ein Ergebnis.
 
   Das Rechnen mit Brüchen zählt zu den unbeliebtesten Inhalten der Unterstufenmathematik. Wo kommen denn auch, bitteschön, im alltäglichen Leben Brüche wie fünf Achtel und vier Siebtel vor? Tatsächlich fallen mir auch nur reichlich konstruiert wirkende Situationen ein, wenn ich eine Aufgabe wie die oben in einem glaubwürdigen Kontext vermitteln sollte.
 
   Nun ist es so, dass das Rechnen mit Brüchen besonders in der Algebra unschätzbare Vorteile mit sich bringt und zumindest bei einfachen Brüchen auch leicht nachvollziehbar ist. Problematisch wird es vor allem dann, wenn zu schnell Rechenregeln „gelernt“ und dann in endlosen, sinnentleerten Übungen „gefestigt“ werden, wo wir doch längst wissen, dass sinn-loses Üben meistens sinnloses, weil erfolgloses Üben bedeutet.
 
    
 
   Es gibt im Alltag sehr wohl Brüche, mit denen wir bestens vertraut sind, mit denen wir Vorstellungen verbinden und mit denen wir auch operieren: Ein Halb, anderthalb, ein Drittel, zwei Drittel, ein Viertel, drei Viertel (oder dreiviertel), ein Fünftel, ein Sechstel, ein Achtel, drei Achtel, Zehntel und Hundertstel.
 
   Sämtliche „Rechenregeln“ lassen sich an diesen Brüchen grundlegend erklären, nachvollziehen, vorstellen und üben. Hat man das ausführlich bewerkstelligt, bewältigt man die „exotischen“ Bruchaufgaben gewissermaßen nebenher (und kann dabei auf Veranschaulichungen verzichten, die bei diesen wirklich weder einfach noch besonders hilfreich sind).
 
   Zunächst sollte man sich aber darüber im Klaren sein, was so ein Bruch bedeuten kann. Betrachten wir dazu den Bruch ¾.
 
   Die Pizza ist bei hungrigen Teenagern wie bei Bruchrechendidaktikern gleichermaßen beliebt. Die korrekte italienische Mehrzahl lautet „Pizze“; werden die Teigfladen in Deutschland serviert, darf man mehrere davon wahlweise „Pizzas“ oder „Pizzen“ nennen.
 
   Pizza und ¾, die erste:
 
   Sie sind abends zu Hause und haben Hunger. Um etwas Richtiges zu kochen fehlt Ihnen die rechte Lust. Etwas mehr als ein belegtes Brot dürfte es aber schon sein. Also werfen Sie einen Blick in den Gefrierschrank. Da liegt tatsächlich noch eine Pizza. Es ist eine Pizza quattro stagioni (Vierjahreszeiten), die unter anderem mit Pilzen belegt ist. Nun haben Sie einerseits nicht so großen Hunger, dass Sie eine ganze Pizza essen mögen, schätzen andererseits auch Pilze als Pizzabelag nicht sonderlich. Also schneiden Sie nach der Pizzazubereitung das Stückchen mit den Pilzen heraus. Was haben Sie vor sich? Genau, eine dreiviertel Pizza und einen mehr oder weniger erbauenden kulinarischen Genuss.
 
   Pizza und ¾, die zweite:
 
   Sie treffen sich nach dem Kino mit drei Freunden in der Pizzeria. Leider war die Kinokarte wegen Überlänge des Films teurer als geplant, und das Geld reicht nicht mehr dafür aus, dass sich jeder eine ganze Pizza bestellt. Also legen Sie ihr Geld zusammen und bestellen zusammen 3 Pizzas (und einen zusätzlichen Teller mit Besteck). Die Pizzas werden serviert, von jeder Pizza ein Viertel abgeschnitten (in weiser Voraussicht haben Sie keine Pizza Vierjahreszeiten bestellt!) und auf den vierten Teller gelegt. Was liegt dann schließlich auf diesem? Genau: drei Viertel Pizza. Drei Viertel Pizza sehen zwar anders aus als eine dreiviertel Pizza, machen aber normalerweise genau so satt (falls, und auf so etwas müssen die peniblen Mathematiker ja immer hinweisen, die Pizzas gleich groß sind).
 
   Pizza und ¾, die dritte:
 
   Der Pizzavorrat in Ihrem Gefrierschrank besteht diesmal aus 4 Pizzas, einer Pizza Spinacchi (Spinat), einer Pizza Tonno (Thunfisch), einer Pizza quattro formaggi (vier Käse) und einer Pizza funghi (Pilze. Wer hat die denn gekauft? Die mögen Sie doch gar nicht…).
 
   Drei von vier Pizzas, also drei Viertel oder dreiviertel Ihres Pizzavorrats sind pilzlos.
 
   Sollten Sie diese „drei Viertel“ aufessen, haben Sie allerdings eine weit größere Herausforderung vor sich, als bei Situation eins oder zwei.
 
   Wenn man sprachlich ganz genau hinhört, wird man auch auf die Unterschiede aufmerksam:
 
   Einerseits eine dreiviertel Pizza, drei Viertelpizzas, drei Pizzaviertel oder drei Viertel Pizza, andererseits drei Viertel der Pizzas oder dreiviertel des Vorrats.
 
   Hier das Dreiviertel einer Pizza, da die Viertel dreier Pizzas und dort drei Viertel aller Pizzas.
 
   Wenn einen das nicht durcheinander bringen kann!
 
   Auf dem Tisch liegen ein halber Streuselkuchen und ein ganzer Käsekuchen. Martin futtert den Streuselkuchen auf. Er hat dann den ganzen Streuselkuchen, oder einen halben Kuchen, oder insgesamt ein Drittel des ganzen Kuchenvorrats, aufgegessen.
 
   Also ist 1 = 1/2 = 1/3. Oder?
 
    
 
   Wie so oft kommen wir hier mit relativen Begriffen ins Trudeln, wenn wir sie absolut gebrauchen. Betrachten wir uns ein Bild der „Kuchensituation“, bevor jemand etwas aufgegessen hat:
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   Die Aussage „Martin isst ½“ ist nun alles andere als eindeutig. Je nachdem, was gemeint ist (einen halben Käsekuchen, den halben Streuselkuchen, die Hälfte des Streuselkuchens oder die Hälfte der Kuchen) könnte das Resultat unterschiedlich aussehen:
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   oder so:
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   oder auch so:
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   Die mathematischen Gleichungen bleiben in jedem Fall gültig, nur passen eben unterschiedliche zu den unterschiedlichen Situationen.
 
   Erkennt man mit etwas Vorstellungskraft bei den ersten Situationen 1 ½ − ½ = 1, sind die beiden folgenden wesentlich komplexer:
 
   1 ½ − „die Hälfte von ½“ = 1 ½ − ¼ = 1 ¼  und
 
   1 ½ − „die Hälfte von 1 ½“ = 1 ½ − ¾ = ¾.
 
   Was allerdings auch nicht immer den tatsächlichen Sachverhalt abbildet: Statt „1“ erhält man im ersten Bild „zwei Halbe“ und statt „¾“ im vierten Bild „ein Halbes und ein Viertel“.
 
   Dass ein Halbes und ein Viertel das Gleiche (wenn auch nicht immer dasselbe) wie drei Viertel und dreiviertel sind, deckt sich mit vielen unserer Erfahrungen. Wer eine halbe Stunde und dann noch eine viertel Stunde wartet verbringt die gleiche Zeit wartend wie jemand, der eine Viertelstunde und noch eine Viertelstunde und noch eine Viertelstunde wartet, und demjenigen, der gleich eine dreiviertel Stunde warten muss, ergeht es weder besser noch schlechter.
 
   Um Brüche miteinander zu vergleichen, so haben wir es gelernt, muss man diese „gleichnamig machen“. (Das erreicht man durch „Erweitern“ und „Kürzen“; dazu gleich mehr.)
 
   Erst dann kann man sie auch problemlos addieren und subtrahieren. Das ist nichts Neues: 3 Einer und 6 Hunderter lassen sich auch erst dann addieren, wenn man sie „gleichnamig“ als Einer schreibt:
3 + 600 und eben nicht 3 + 6; das gleiche gilt bei Größen: 3 Cent und 6 Euro sind zusammen weder 9 Cent noch 9 Euro.
 
   So sind ein Halb plus ein Viertel gleich zwei Viertel plus ein Viertel gleich drei Viertel.
 
   Wer aber zuerst die Hälfte seines Geldes verschenkt und danach noch ein Viertel seines restlichen Geldes, behält mehr für sich als jemand, der gleich drei Viertel seines Geldes weggibt. Probieren Sie es doch mal aus! Wie wäre es mit SOS Kinderdorf und UNICEF?
 
   Wie „macht“ man aus Halben Achtel? Man „erweitert“. Was bedeutet „erweitern“? „Erweitern heißt, Zähler und Nenner mit der gleichen Zahl multiplizieren“ − so oder so ähnlich haben wir es in der Schule gelernt. Leider verstellt dieser Merksatz nur allzu oft das, was dieses „Erweitern“ tatsächlich bedeutet.
 
   In unserem Verständnis bedeutet „Erweitern“, dass etwas „weiter“, also auf eine bestimmte Art „größer“ wird: wir erweitern unseren Horizont, den Spielraum oder die Rasenfläche im Garten.
 
   Auch mit „Multiplizieren“ verbindet sich oft ein Vergrößern (wenn auch nicht immer); was liegt also näher, als „erweitern“ für ein Synonym zu „vergrößern“ zu halten!
 
   Was „Erweitern“ wirklich bedeutet, können Sie sich leicht mit Hilfe eines Blattes Papier veranschaulichen. Sie falten das Blatt in der Mitte und sehen zwei Hälften. Schneiden Sie das Blatt entzwei und „erweitern“ Sie nun die eine Hälfte zu „Achteln“. Falten und schneiden Sie und Sie sehen, dass man aus einem halben Blatt Papier genau vier achtel Blätter erhält. Die Menge an Papier bleibt gleich, die Größe der Stücke wird kleiner, dafür nimmt die Anzahl der Stücke zu. Zum „Erweitern“ kann man eine Schere benutzen, das gleiche Instrument also, das man ansonsten zum Kürzen von Fäden oder Haaren benutzt!
 
   Statt das „Erweitern“ von Halben in Achtel so zu schreiben:
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   ist es unter Umständen sinnvoller, das so zu tun:
 
    [image: ]              .
 
   Vorteil: Man erkennt, dass man insgesamt mit dem Faktor 1 multipliziert (dem „neutralen Element“ der Multiplikation, das den Wert nicht ändert) und der Bruch ½ wird nicht technisch in „Zähler“ und „Nenner“ „zerlegt“. Dieses Aufspalten kann nämlich besonders zu Anfang zu der problematischen Vorstellung führen, man habe es bei einer Bruchzahl in Wirklichkeit mit zwei Zahlen zu tun.
 
   Scheren kann man beim Bruchrechnen also gut für das Erweitern gebrauchen. Womit aber kürzt man dann?
 
   Nehmen Sie wieder die Papierstücke von eben zur Hand. Sie haben von dem ursprünglichen Blatt eine Hälfte und vier Achtel. Nehmen Sie zwei Achtel und „kürzen“ Sie diese „durch zwei“.
 
   Weder haben Sie etwas kleiner gemacht, noch haben Sie etwas geteilt. Möglicherweise haben Sie sogar zu Klebefilm gegriffen, um aus den zwei Achteln ein Viertel herzustellen.
 
   „Kürzen bedeutet, Zähler und Nenner durch die gleiche Zahl zu teilen“? In unserem Beispiel bedeutet Kürzen viel eher, kleinere Teile zu größeren zusammenzufassen.
 
   Auch hierfür gibt es eine alternative Notationsform:
 
   Statt
 
    [image: ]  ist auch die Schreibweise  [image: ] möglich.
 
   Werden mit Brüchen Anteile bezeichnet, ist das mit dem Erweitern und dem Kürzen wieder eine andere Geschichte. Ist von vier Pizzas eine mit Pilzen belegt − sind das dann auch zwei von acht Pizzas? Und was, wenn man gar keine acht Pizzas hat?
 
   Umgekehrt kann man wenigstens trotzdem sagen „ein Viertel der Pizzas ist mit Pilzen“, wenn man acht Stück hat und davon zwei mit Pilzen belegt sind. Anteile werden meistens „gekürzt“ angegeben, eine „Erweiterung“ erscheint wenig sinnvoll.
 
   Daher ist es auch oft nicht zweckmäßig, Anteile zu addieren. Drei von vier Pizzas sind ohne Pilze und zwei von vier Pizzas sind mit rein pflanzlichem Belag. Also sind fünf Pizzas von den Vieren mit ohne pflanzliche Pilze − wenigstens zu drei Vierteln, halbwegs.
 
   Oder so: Zuerst gewinnen wir drei von vier Spielen (also 3/4), danach noch eins von zweien (1/2), macht zusammen vier von 6 Spielen (also 4/6 oder 2/3). Wäre ganz nett − wenn nicht 3/4 plus 1/2 zusammen eineinviertel wären.
 
   Jetzt könnte man natürlich die Vorstellung eines Bruchs als Anteil in eine Schachtel legen und vergessen und sich mit konkreten Pizza-, Kuchen- und Schokoladestückchen und Halb-, Viertel- und Achtellitergläsern begnügen.
 
   Könnte man, aber es wäre dann noch wesentlich schwieriger, sich unter der Operation „½ ∙ ½“ irgendetwas Sinnvolles vorzustellen.
 
   Ein halber Kuchen mal ein halber Kuchen wäre ein viertel Kuchen im Quadrat, ein halber Liter mal ein halber Liter ein viertel dm6 − da erklärt sich nun eine Multiplikation mit einfach nur „ein Halb“ wesentlich einfacher:
 
   Ein Halb mal ein halber Kuchen ist die Hälfte eines halben Kuchens − also ein viertel Kuchen. Ein Halb mal ein halber Liter ist die Hälfte eines halben Liters − also ein Viertelliter. Und ein Halb mal ein Halb ist die Hälfte einer Hälfte − auch das kann man sich ganz gut als Viertel vorstellen.
 
   Weshalb das so schön mit „Zähler mal Zähler, Nenner mal Nenner“ klappt?
 
   „Mal a/b“ kann auch bedeuten „mal a durch b“ und ebenso „zuerst mal a, dann durch b“.
 
   Und dass z. B. 4 mal ein Fünftel vier Fünftel sind und die Hälfte von einem Viertel ein Achtel, das können sich unsere Gehirne noch selbst zusammenbasteln.
 
   Zur Division durch Brüche gibt es natürlich auch wesentlich mehr zu sagen als „durch einen Bruch wird dividiert, indem man mit dem Kehrwert multipliziert“. Da wir aber selten durch Brüche teilen, in den vorigen Kapiteln schon einiges darüber gesagt wurde und es ja zum Glück Taschenrechner gibt, in die man Brüche eintippen kann, soll es an dieser Stelle zum Rechnen mit Brüchen genug sein.
 
   


  
 


 
   15.       Zweihundert Prozent Rabatt!
 
    
 
   Prozentrechnung ist eine spezielle Form der Bruchrechnung.
 
   Falls Sie diesem Satz nicht vorbehaltlos und ohne längere Überlegungen zustimmen können, ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie das eigentliche Wesen des Prozentrechnens nicht wirklich erfasst haben, relativ hoch.
 
   Das %-Zeichen ist durch Zusammenfasen der Abkürzung „cto“ entstanden, wobei cto für „cento“ steht; „per cento“, „von Hundert“, bedeutet nichts anderes als „Hundertstel“. Nichts im Prozentrechnen geht über das hinaus, was mit Hilfe des Bruchrechnens und dem Nenner hundert beschrieben und berechnet werden könnte.
 
   Der große Vorteil des Prozentrechnens ist einerseits, dass es sich bei den Prozentsätzen immer um praktisch gleichnamige Brüche handelt und andererseits, dass diese wunderbar in unser Dezimalsystem übertragbar sind.
 
   Eine der größten Schwierigkeiten beim Bruchrechnen sind die unterschiedlichen Vorstellungen, die sich hinter einem Bruch verbergen können. Ähnliches gilt für das Prozentrechnen.
 
   18 % beispielsweise heißt nichts anderes als 18 Hundertstel. Beim Bruchrechnen kann man dabei weiterfragen: 18 Hundertstel wovon?
 
   Beispiel 1:
 
   18 Stücke einer Pizza, die man zuvor in 100 Teile zerlegt hat.
 
   Beispiel 2:
 
   Von 18 Pizzas jeweils eins der hundert Stücke, in die man jede der 18 Pizzas zerlegt hat.
 
   Beispiel 3:
 
   18 Pizzas von 100 Pizzas.
 
    
 
   Die sprachliche Unterscheidung findet, wie wir gesehen haben, dabei nur in Nuancen statt, obwohl der mengenmäßige Unterschied gewaltig sein kann. Noch schwieriger wird es dann, wenn man eigentlich Teile von Teilen bezeichnet. Der hierfür oft verwendete Ausdruck „Anteile“ macht uns auch nicht wirklich glücklicher.
 
   Wie sehen die 18 Hundertstel nun als 18 Prozent aus?
 
   Im Beispiel 1 kann man von 18% einer Pizza sprechen, in Beispiel 3 von 18% der (vorhandenen hundert) Pizzas. Und in Beispiel 2?
 
   Man hat zwar 18 Pizzahundertstel wie in Beispiel 1, und daher müsste man auch von 18% einer Pizza sprechen. Allerdings hat man ja Stücke von 18 Pizzas und nicht von einer − und das ist das Problem:
 
   Stärker als bei Brüchen „denken“ wir bei Prozentangaben immer „das Ganze“, „die Einheit“ mit − das sind nämlich die leicht beschreibbaren „hundert Prozent“. Dieses ins Auge fallende Ganze ist aber nicht immer auch jenes „Ganze“, auf das sich die Prozentangabe bezieht.
 
   In Beispiel 1 und 3 passt das noch gut zusammen: Eine ganze Pizza, der ganze Pizzavorrat. Aber in Beispiel 2 beißt sich etwas in der Vorstellung: Die ganzen 18 Pizzas und die ganze Pizza. Sind 18% von 18 Pizzas das Gleiche wie 1% einer Pizza oder umgekehrt? 18 mal 1% verschiedener (aber gleich großer) Pizzas sind so viel wie 18% einer Pizza. Aber wie viel Prozent von 18 Pizzas sind das – und wie viel Pizza sind 18 Prozent von 18 Pizzas und wie viel Prozent von 18 Pizzas sind mit Pilzen belegt, wenn 18% der Pizzas zu 18% mit Pilzen belegt sind? Wie bitte? Diese Aufgabe ist Ihnen zu durcheinander? Sie haben völlig Recht. Aber solchem oder ähnlichem Durcheinander im Zusammenhang mit der Prozentrechnung können wir auf Schritt und Tritt begegnen.
 
   Eine Supermarktkette warb in ihrer Postwurfsendung mit der Schlagzeile „100% Rabatt!“. Klein gedruckt stand darunter: „10 Seiten Angebote mit jeweils 10% Rabatt!“. Schließlich sind ja auch 10 mal 1/10 gleich 10 mal 10/100 gleich 10/10 gleich 100/100 und damit zehn mal zehn Prozent hundert Prozent. Wo ist der Haken?
 
   Zu „zehn Seiten mit je 10%“ passt der mathematische Ausdruck „10 ∙ 10% = 100%“ genau so wenig wie der Ausdruck „2 ∙ 38“ zu der Frage, welche Schuhgröße ein Paar Schuhe hat, wenn einer der Schuhe Größe 38 hat.
 
   Ein Händler senkt den Preis eines Artikels um 10%, dann noch einmal um 10% und daraufhin noch ein drittes Mal um 10%. Passt jetzt 3 ∙ 10% = 30% und wird der Artikel also insgesamt um 30% billiger?
 
   Der Fehler ist hier nicht so krass wie im vorherigen Beispiel, trotzdem ergibt die Summe der Preissenkungen nicht 30%, sondern nur 27,1%.
 
   Leider kommt es in der Realität mindestens genau so oft vor, dass ein Preis erhöht wird. Ist es da nicht tröstlich, dass etwas nur um 27,1% teurer wird, wenn es drei Mal um 10% erhöht wird? Wohl kaum. Außerdem wird es sogar um 33,1% teurer. Wie bitte?
 
   Bevor der Versuch unternommen wird, dieses zu erklären, sei der Hinweis gestattet, dass Sie sich in guter Gesellschaft befinden, falls Sie das für allzu seltsam halten. „Es wurde eine Lohnerhöhung im Volumen von 2,5% auf zwei Jahre beschlossen: 1,5% zum ersten Januar und ein weiteres Prozent im folgenden Jahr“. Kaum jemand stolpert über eine solche Meldung, und doch steckt sie voller Widersprüche. Deutlicher werden diese bei Texten wie „die Steuer steigt um 3% von 16% auf 19%“ oder „der Stimmenanteil der Partei ist um 5% auf 7% zurückgegangen“, wobei man sich dann manchmal durch das Kunstwort „Prozentpunkte“ zu retten versucht.
 
   Das Problem ist das Gleiche: man bezieht die Prozentangabe auf die falsche Größe. Entweder man ignoriert, dass sich die Bezugsgröße im Laufe der Situation verändert oder man vermischt „Teil vom Ganzen“ und „Teil vom Teil“ (dieses Problem war uns bereits beim Bruchrechnen begegnet).
 
   Nun zu den Beispielen, die leichter zu begreifen sind, wenn man sie mit konkreten Zahlenwerten ausstattet:
 
   100 Euro sei der ursprüngliche Preis. Senkt man diesen um 10%, dann kostet das Produkt nur noch 90 Euro. Senkt man diesen Preis wieder um 10%, dann kostet das Produkt noch 81 Euro, 
 
   nämlich (90 − 9) Euro. Schließlich senkt die dritte zehnprozentige Reduzierung den Preis auf (81 − 8,10) Euro, also auf 72,90 Euro. Das Produkt ist somit um 27,10 Euro billiger geworden. Gemessen am ursprünglichen Preis sind das 27,1%!
 
   In die andere Richtung: Ausgangspreis 100 Euro; nach der ersten Erhöhung 110 Euro, danach 121 Euro, und schließlich Endpreis 133,10 Euro. Sind 33,1 Prozent mehr als zu Beginn.
 
   Den Beweis, dass das nicht nur für einen Anfangspreis von 100 Euro gilt, sondern generell, bin ich dabei freilich schuldig geblieben. Ob Sie mir das nun trotzdem glauben, sich auf die Suche nach einem eigenen Beweis begeben oder die vermeintliche Zahlenspielerei als ein weiteres Indiz für die Verwirrtheit der Mathematik halten, ist letztlich eine individuelle Entscheidung.
 
   Dass die Prozentrechnung voller Tücken steckt ist immerhin Grundlage einiger Legenden und Witze wie diesem:
 
   Der Mathematiklehrer steht mit seinem Opel Kadett an der Ampel, als neben ihm ein BMW Cabrio anhält. Verwundert stellt der Lehrer fest, dass es sich bei dem Fahrer um einen seiner schlechtesten Schüler der vergangenen Jahrzehnte handelt. Neugierig fragt der Lehrer bei seinem ehemaligen Schüler nach, womit dieser denn sein Geld verdiene. Dieser antwortet:
 
   „Ich handle mit Altmetall. Ich kaufe die Tonne für 20 Euro ein und verkaufe sie für 60 Euro. Und von diesen 40% Gewinn kann ich ganz gut leben!“
 
   


  
 


 
   16.       Wenn 141 das Doppelte von 100 ist
 
    
 
   Wenn Sie je versucht haben, auf einem Fotokopierer mit Zoom-Funktion eine DIN-A-5-Vorlage auf DIN-A-4-Format zu vergrößern, wird Ihnen diese seltsame Zahl 141 bereits aufgefallen sein.
 
   Ein DIN-A-4-Blatt kann man erhalten, wenn man zwei DIN-A-5-Blätter zusammenklebt. Die DIN-A-Formate sind ziemlich clever ausgeheckt: jede Größe ist rechteckig und hat das gleiche Verhältnis von Länge zu Breite; das Blatt im Format A0 hat eine Fläche von 
1 m² (es ist allerdings nicht quadratisch, sondern ist etwa 84,1 cm breit und 118,9 cm lang; woher diese „krummen“ Werte kommen, wird später erläutert); die weiteren Formate entstehen durch fortwährende Halbierung. So hat ein DIN-A-4-Blatt eine Fläche von einem Sechzehntel Quadratmeter und ein DIN-A-5-Blatt eine Fläche von einem Zweiunddreißigstel Quadratmeter; bei „80 Gramm – Papier“ wiegt ein Quadratmeter 80 Gramm, d. h. 16 Blätter A 4 oder 32 Blätter A 5. In einem Blatt Papier steckt also ziemlich viel Mathematik.
 
   Die Fläche und das Gewicht eines A-4-Blattes sind doppelt so groß wie Fläche und Gewicht eines A-5-Blattes. „Das Doppelte“ als Prozentangabe? „Die Hälfte“ sind 50% (daher auch der Ausdruck „fifty-fifty“); „alles“ sind 100%; „das Doppelte“ also logischerweise 200%. Keine Bange: Das stimmt tatsächlich.
 
   Sollten Sie erwarten, dass man den Kopierer auf 200% einstellen müsste, um etwas auf die doppelte Größe zu kopieren, so haben Sie völlig richtig gedacht – und trotzdem wird Ihre Erwartung enttäuscht. Für das Verdoppeln einer Vorlage (wie von A 5 auf A 4 oder auch von A 4 auf A 3) muss der „Zoom“ auf 141% eingestellt werden.
 
   Wie kommt das?
 
   Ein A-4-Blatt ist doppelt so groß und doppelt so schwer wie ein A-5- Blatt – aber es ist nicht doppelt so breit und doppelt so lang. Sondern: Ein A-4-Blatt ist so breit wie das A-5-Blatt lang ist und doppelt so lang wie das A-5-Blatt breit ist. Sprachlich etwas sehr verwurstelt, aber mit einer kleinen Skizze wird es deutlich:
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   Wie verändert sich eine beliebige Linie auf dem Papier bei der Vergrößerung von A 5 auf A 4?
 
   Um das zu erläutern, ist ein wenig Mathematik hilfreich.
 
   Eine Besonderheit der DIN-A-Maße besteht ja wie bereits erwähnt darin, dass das Verhältnis von Länge zu Breite immer gleich ist. Kann es dann irgendein beliebiges sein? Prinzipiell schon; hier ein Beispiel, wie das aussehen würde, wenn das Verhältnis von Länge zu Breite immer (gekürzt, siehe oben) 2:1 betragen würde:
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   Nur erhält man hier das nächst kleinere Format nicht einfach dadurch, dass man entlang der Mitte der längeren Seite halbiert. Würde man das bei dem ersten Rechteck tun, erhielte man ein Quadrat. Dieses hätte dann zwar ebenfalls genau die Hälfte der Fläche, allerdings eine andere Form. Erst das halbierte Quadrat würde wieder zu einem entsprechenden Rechteck führen, wie in folgender Reihe zu sehen:
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   Bei den DIN-A-Maßen sehen aber sämtliche Formate ähnlich aus und entstehen immer durch einfache Halbierung.
 
   Damit dies gelingen kann, muss das Seitenverhältnis ein ganz besonderes sein.
 
   Man erhält das nächst kleinere Format dadurch, dass entlang der Mitte der „Länge“ halbiert wird. Die so „halbierte Länge“ wird die Breite des neuen Blatts, die vormalige Breite wird nun zur Länge des neuen Blatts. Bezeichnet man die Länge des größeren Blattes mit gL und dessen Breite mit gB, so kann man die Länge des kleineren Blattes mit kL und dessen Breite mit kB bezeichnen. Wegen des oben beschriebenen Zusammenhangs gilt:
 
   kL = gB              (die „neue“ Länge ist die „alte“ Breite)
 
   kB = gL : 2              (die „neue“ Breite ist die halbe „alte“ Länge).
 
    
 
   Das Verhältnis zwischen Breite und Länge ist außerdem immer gleich, das heißt
 
   kB : kL  =  gB : gL
 
   Jetzt folgt einer der berüchtigten Mathematischen „Tricks“. Dieser besteht nun darin, die Maße des kleineren Blattes nur mit Hilfe der Maße des größeren Blattes zu beschreiben und diese Beschreibung in der Verhältnisgleichung einzusetzen:
 
   kB : kL   =    (gL : 2)  :  gB   =  gB : gL
 
   Dieses Verhältnis gilt für alle jeweils größeren Formate, und da es zu jedem Format auch das entsprechend kleinere gibt, gilt das für alle Formate:
 
   B : L = (L : 2) : B
 
   Sprachlich übersetzt: Das Verhältnis von Breite zu Länge ist gleich dem Verhältnis von halber Länge zu Breite.
 
   Das ist das „Geheimnis“ der DIN-A-Maße.
 
   Wie lautet das direkte Verhältnis zwischen Breite und Länge? Dazu wieder ein mathematischer „Trick“:
 
   Die Breite erhält den Wert „1“. Das bedeutet nun freilich nicht 1 cm oder 1 dm, sondern ist die willkürliche „Ein-heit“ Breite.
 
   Es wird also versucht, die Länge direkt in Abhängigkeit von der Breite zu beschreiben.
 
   Die obige Gleichung verändert sich dann in
 
   1 : L  = (L : 2) : 1  oder kürzer  1 : L = L : 2
 
   Nächster mathematischer „Trick“: Diese Gleichung wird auf beiden Seiten mit L multipliziert. An der „Gleichheit“ ändert sich dadurch nichts (so lange L nicht den Wert Null hat). Die Gleichung sieht dann so aus:
 
   1 = (L ∙ L) : 2
 
   Multiplikation mit 2 auf beiden Seiten führt zu der Gleichung
 
   2 = L ∙ L   was man auch 2 = L² oder L² = 2 schreiben kann.
 
   Wenn L² = 2 ist, was ist dann L?
 
   L entspricht einem Wert, der mit sich selbst multipliziert das Ergebnis 2 liefert. Diesen Wert nennt man bekanntlich „die Wurzel aus 2“ und schreibt √2.
 
   Wenn B gleich 1 ist, ist L gleich Wurzel aus 2. Damit haben wir unser gesuchtes Verhältnis von Breite zu Länge gefunden: Es lautet eins zu Wurzel aus zwei oder 1 : √2.
 
   Die Länge jedes DIN-A-Blattes ist das √2-fache seiner Breite.
 
   Zurück zu unserer Ausgangsfrage: Wie verändert sich die Länge einer Strecke bei der Vergrößerung von DIN-A-5 auf DIN-A-4?
 
   Das lässt sich jetzt einfach beantworten: Wir betrachten uns dazu die Längskante des A-5-Blattes. Diese wird bei der Vergrößerung zur Längskante des A-4-Blattes. Die Längskante des A-4-Blattes ist gleichzeitig √2 mal so lang wie die Breite des A-4-Blattes. Die Breite des A-4-Blattes hat wiederum die gleiche Länge wie die Längskante des A-5-Blattes.
 
   Also wird die Kante um den Faktor √2 „gestreckt“.
 
   Das gilt allgemein: Bei der Vergrößerung von DIN-A-5 auf DIN-A-4 wird jede Strecke „Wurzel zwei“ mal so groß wie vorher.
 
   Welchen Wert hat „Wurzel zwei“? Tippen Sie das in den Taschenrechner ein, zeigt dieser 1,414213562 oder etwas Ähnliches an. Wie viele Hundertstel stecken in dieser Zahl? Etwas mehr als 141. Ein anderer Name für Hundertstel? Richtig, Prozent! 141 %… da war doch was… Auf diese seltsame Zahl muss man das Zoom auf dem Fotokopiergerät einstellen!
 
   Damit hätten wir zwar geklärt, wie man zu der Zahl 141 kommt – aber eine richtig logische Erklärung, warum man das Verdoppeln der Fläche nicht trotzdem als 200% beschreibt, ist das noch nicht.
 
    
 
   Wir haben es hier mit dem gleichen „Dimensionsproblem“ zu tun, das uns schon bei den Flächeneinheiten begegnet ist. Teilt man jede Seite eines Quadrates in zehn gleiche Abschnitte, so schafft man es dadurch, die Fläche in hundert gleiche Teile zu zerlegen. Wollte man die Fläche eines Quadrates vierteln, müsste man die Seitenlängen halbieren; wollte man die Fläche neunteln, so müsste man die Seitenlängen nur dritteln und so weiter. Will man die Fläche vervierfachen, muss man die Seitenlängen verdoppeln, will man sie verneunfachen, muss man die Seitenlängen verdreifachen und so weiter.
 
   Wenn man die Fläche verdoppeln will, muss man die Seitenlängen „verwurzelzweifachen“ oder auf 141% der ursprünglichen Größe verlängern.
 
   Das Verlängern aller Strecken auf 141% bewirkt eine Vergrößerung aller Flächen auf 200%.
 
   Dass man bei der Umwandlung von Flächen (denn jeder Fotokopierer fertigt zweidimensionale, also flächige Bilder an) den Vergrößerungsfaktor von Strecken zu Grunde legt, ist nicht „logisch“, sondern willkürlich und kann völlig zu Recht hinterfragt werden.
 
    
 
   Es gibt aber ein weiteres Feld, bei dem wir es mit zweidimensionalen Gebilden und eindimensionalen Rechengrößen zu tun haben.
 
   Sie kennen Landkarten und wissen auch, was der darauf angegebene Maßstab bedeutet. 1 : 25000 bedeutet beispielsweise, dass 1 cm auf der Karte „in Wirklichkeit“ 25000 cm, also 250 m lang ist. Dieser Maßstab wird oft bei Wanderkarten verwendet. Um einen Kilometer abzuwandern, muss man also „auf der Karte“ eine Strecke von 4 cm „zurücklegen“.
 
   Karten, auf denen wesentlich größere Gebiete abgebildet werden, haben andere Maßstäbe. Eine Deutschlandkarte im Atlas etwa hat den Maßstab 1 : 3000000 (1 cm entspricht 30 km), eine Europakarte 1 : 15000000 und eine Weltkarte 1 : 60000000. Die Entfernung Hamburg – München ist auf einer solchen Karte nur etwas mehr als ein Zentimeter. Ganz Deutschland hat auf dieser Karte eine Fläche von ungefähr einem Quadratzentimeter.
 
   In der Realität also 60000000 cm², oder 600000 dm², oder 6000 m². Wie bitte? 6000 m²? Das kann ja wohl nicht sein… Ist es auch nicht.
 
   Sondern: 600 km ∙ 600 km = 360000 km²
 
   1 cm² auf der Karte sind 360000 km² in Wirklichkeit. Das ist das 3,6-Billiarden-fache. Also Maßstab 1 : 3600000000000000 ? Dann doch lieber „nur“ 1 : 60000000, auch wenn das streng genommen lediglich für die Strecken gilt.
 
   Aber halt, ist unsere Welt nicht sogar dreidimensional? Auf der Karte sind die Niederlande und die Schweiz etwa gleich groß. Wenn man im Lexikon nachschlägt, erfährt man dort, dass die Niederlande etwa 200 km² größer sind als die Schweiz. Stellen Sie sich zwei riesengroße Tücher vor, mit denen Sie die beiden Länder bedecken könnten. Für welches Land würden Sie das größere Tuch nehmen? Doch wohl eindeutig für die Schweiz.
 
   Wäre aber andererseits eine Größenangabe wie „Kubikkilometer über dem Meeresspiegel“ statt Quadratkilometer wirklich sinnvoller oder hilfreicher?
 
   Wahre Patrioten halten sowieso ihr eigenes Land unabhängig von Form und Dimension für „das Größte“.
 
    
 
    
 
   Noch eine Frage zum Schluss des Kapitels:
 
   Auf welche Prozentzahl muss der Kopierer beim Verkleinern von
A 4 auf A 5 eingestellt werden?
 
    
 
   Jetzt wird eine Länge von √2 auf die Länge 1 „gestaucht“. Der passende Faktor ist dann der Kehrwert von √2. Dieser beträgt 0,7071 oder rund 71 %.
 
   


  
 


 
   17.       Von achteckigen Vierecken und stumpfen Spitzen
 
    
 
   Die Geometrie ist eine wahre Fundgrube von Begriffen, die einfach und eindeutig erscheinen, sich bei näherer Betrachtung aber als vielschichtig und durchaus mehrdeutig erweisen.
 
   Viele geometrische Begriffe haben Eingang in die Alltagssprache gefunden oder wurden aus dieser entnommen. Das macht ihre Verwendung aber nur bedingt einfacher: Oft werden sie im Alltag nicht in der „exakten“ mathematischen Bedeutung verwendet, was mitunter zu Missverständnissen führen kann.
 
   Wenn man unterwegs ist, legt man dabei eine Strecke zurück. Im Gebirge sind die Strecken oft kurvenreich.
 
   In der Mathematik sind Strecken immer gerade und die kürzeste Verbindung zwischen zwei Punkten.
 
   Punkt ist ebenfalls ein mehrdeutiger Begriff. Mit Punkt wird in der Mathematik ein „Ort“ auf einer (eindimensionalen) Strecke, einer (zweidimensionalen) Fläche oder in einem (drei- und sogar mehrdimensionalen) Raum bezeichnet, der selbst keine dimensionale Ausdehnung besitzt.
 
   Die Punkte des Marienkäfers, Punkte im Gesicht, Punkte beim Skat oder beim Fußball sind etwas völlig anderes.
 
   „4 Punkte auf der Strecke“ könnten dann doch auch so etwas sein:
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   Im Mathematikbuch sieht das aber eher so aus:
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   Im Autoatlas werden so gesperrte Straßen dargestellt.
Und überhaupt: Seit wann sehen Punkte aus wie der Buchstabe „x“?
 
   Ein Begriff, der uns ebenfalls aus dem Alltag vertraut ist, ist „Ecke“. Selbst wenn man von der Abkürzung aus dem Fußball absieht (nein, ein Eckball ist nicht eckig!), wird damit Unterschiedliches bezeichnet. Früher mussten sich Schüler in der Schule bei unzureichenden Leistungen schon mal „in die Ecke stellen“; moderne Pädagogen von heute sind eher darauf bedacht, Schüler aus „ihrer (Schmoll-) Ecke“ herauszulocken. Da sei es ihm gegönnt, sich nach Feierabend ein kleines Bier in der Eckkneipe zu genehmigen. Wer dort dann aber flapsige Bemerkungen über den „gutbezahlten Halbzeitjob Lehrer“ macht, muss damit rechnen, mit unserem Pädagogen anzuecken.
 
   Selbst wenn man die übertragenen Bedeutungen außer Acht lässt (sie also gewissermaßen „um die Ecke bringt“), so gibt es mindestens zwei grundsätzlich verschiedene Bedeutungen im Alltag:
 
   1.      Der zwei- oder dreidimensionale Raum, der sich in der Nähe von aufeinander zu laufenden Strecken (z. B. Seitenaus- und Torauslinie) oder aufeinander zu laufenden Ebenen (z. B. zwei Wänden) befindet.
 
   2.      Die Ecke als geometrischer Ort, an dem sich Kanten treffen (Ecken einer Tischplatte, einer Tür, eines Würfels, oder auch eines Blatt Papiers, eines Rechtecks usw.)
 
   Die erste Bedeutung passt nicht zum mathematischen Begriff. Dort ist eine „Ecke“ immer ein Punkt. Doch was muss an diesem Punkt zusammentreffen, damit man ihn als Ecke bezeichnen kann?
 
   Im Eindimensionalen spricht man nie von einer „Ecke“. Eine Strecke hat bestenfalls „Enden“.
 
   Im Zweidimensionalen spricht man dann von einer Ecke, wenn ein Punkt Endpunkt zweier Strecken ist. Um auch wirklich als Ecke wahrgenommen zu werden, sollte der Winkel zwischen diesen Strecken kleiner als 180° sein.
 
   Im Dreidimensionalen muss eine Ecke anders beschrieben werden. Sie kann ein Ort sein, an dem drei oder mehr Strecken zusammen stoßen – aber auch ein Ort, der zu gar keiner Strecke gehört: Die Spitze eines Kegels beispielsweise ist eine solche „Ecke“. Man kann im Dreidimensionalen dann von einer Ecke sprechen, wenn dieser Punkt einerseits zu einem Körper gehört, es andererseits eine Ebene gibt, zu dem nur der Punkt, aber kein benachbarter Punkt dieses Körpers gehört. Hilft nicht wirklich für das Verständnis weiter? Macht nichts, Sie wissen ja trotzdem, was eine Ecke ist.
 
   Aber halt: Hat ein Kegel nicht eine „Spitze“ statt einer „Ecke“? Kegel und Pyramiden heißen schließlich auch „Spitzkörper“. Nun, eine Spitze scheint immer „oben“ zu sein, aber bei einem geometrischen Körper liegt wenig Sinn darin, von „oben“ und „unten“ zu sprechen. Es gibt einen Hut, der wird „Dreispitz“ genannt und in dem Lied „mein Hut, der hat drei Ecken“ besungen. Bei zweidimensionalen Figuren kann man ebenfalls von „Spitzen“ sprechen („die Spitze eines Dreiecks“) − also erscheint es wenig sinnvoll, zwischen einer „Ecke“ und einer „Spitze“ zu unterscheiden.
 
   Der Begriff „spitz“ indes wird in der Mathematik durchaus verwendet: bei der Größenangabe von Winkeln. Dabei heißen Winkel, die kleiner als 90° sind, „spitz“, Winkel von exakt 90° „recht“, Winkel zwischen 90° und 180° „stumpf“, Winkel von exakt 180° „gestreckt“ und Winkel, die größer als 180° sind, „überstumpf“.
 
   Das kann zu einer schönen Begriffskollision führen:
 
   Folgendes Dreieck besitzt die Winkel 30°, 30° und 120°.
 
    [image: ]Also besitzt es eine „stumpfe Spitze“. Immerhin kennen wir so etwas aus dem Alltag auch, wenn auch eher bei Kinderscheren oder Stricknadeln.
 
    
 
    
 
    
 
   Außer Ecken besitzen geometrische Figuren und Körper noch Seiten und Flächen – oder Kanten und Seitenflächen?
 
   Bei Figuren spricht man von „Seiten“ und meint damit die Begrenzungsstrecken. Ein Viereck hat vier Seiten (aber kein Mensch nennt diese Figur „Vierseit“. Warum eigentlich?). Hat ein Viereck auch vier Kanten? Eigentlich spricht man bei zweidimensionalen Gebilden nicht von „Kanten“. Aber gibt es denn keine „Vierkanthölzer“ oder „Vierkantschlüssel“? Doch, aber die sind dreidimensional. Mehr dazu gleich.
 
   Ein dreidimensionaler Körper wird nicht durch Strecken begrenzt, sondern durch Flächen. Dummerweise werden diese Flächen nun auch als „Seiten“ bezeichnet (man spricht ja auch von einer „Seite“ Papier. Etwas Verwirrung gefällig? Ein Heft besteht aus 32 Seiten. Jede der Seiten hat vier Seiten. Oder heißt es jetzt Ränder?).
 
   Wo Seiten-Flächen aneinander stoßen, nennt man die Strecke, die zu beiden Flächen gehört, Kante. Je nach dem Winkel, in dem diese Flächen zueinander stehen, spricht man im Alltag auch von einer „scharfen“ Kante (z. B. bei einem Messer). Steht man im Innern vor einer „Kante“, spricht man im Alltag aber wieder von einer „Ecke“ (z. B. Zimmerecke, siehe Punkt 1 auf Seite 99).
 
   Die Begriffe Ecke, Seite und Kante können sich also ganz gewaltig in die Quere kommen – und tun das auch im Alltag.
 
   Wie viele Kanten hat denn eigentlich ein Vierkantholz?
 
   Wie sieht ein Körper mit vier Kanten aus?
 
   Obwohl wir nach einigem Nachdenken sagen können, wie viele Seiten, Ecken und Kanten ein Würfel hat, sind uns Ecken- und Kantenzahl nicht geläufig Und obwohl keine dieser Anzahlen „vier“ lautet, sind wir oft versucht, den Würfel als „viereckig“ zu bezeichnen (dass ein Würfel achteckig ist, sagt sicher niemand).
 
   Dass das Vierkantholz in Wirklichkeit ein Zwölfkantholz ist – weshalb stört es uns nicht?
 
   Unser Gehirn kann besonders gut Muster verarbeiten. Optische Muster werden auf der Netzhaut eines Auges zweidimensional abgebildet. Zwar ist unser Gehirn auch in der Lage, aus den räumlich versetzten Bildern beider Augen eine räumliche Wahrnehmung zu „berechnen“,  trotzdem scheinen zweidimensionale Muster zu dominieren.
 
   Gute Beispiele hierfür sind „unmögliche Figuren“, die erst beim zweiten Hinsehen als solche erkannt werden, so wie die folgende:
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   Wie steht es nun aber mit dem Körper mit vier Kanten?
 
   Akzeptiert man nur „gerade“ Kanten, so hat ein Körper wenigstens sechs Stück.
 
   Der einfachste regelmäßige Körper heißt „Tetraeder“, was so viel bedeutet wie „Viersitzer“;  gebräuchlich ist auch der deutsche Ausdruck „Vierflach“. Trotz seiner sechs Kanten, vier Seitenflächen und vier Ecken wirkt er auf uns sehr „dreieckig“ (da die Seitenflächen gleichseitige Dreiecke sind).
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   Eine Kugel hat null Kanten, ein Kegel eine, ein Zylinder zwei kreisförmige. Setzt man einen Kegel auf einen Zylinder, so hat dieses Gebilde nicht automatisch drei Kanten: es können drei sein, es können aber auch lediglich zwei Kanten sein:
 
    
 
    
 
    
 
    [image: ][image: ]
 
    [image: ]
 
    [image: ] 
 
    
 
    
 
    
 
    
 
   Mit etwas gut gemeinter Phantasie kann man den zusammengesetzten Körper einen Körper mit vier Kanten nennen. Aber als ein „Vierkant“ würde man ihn sicher nicht bezeichnen!
 
   Die unterschiedlichen Dimensionen machen uns auch bei anderen Definitionen und Begriffen zu schaffen.
 
   Länge, Breite, Höhe, Tiefe, Dicke: unterschiedliche Bezeichnungen, die in unterschiedlichen Kontexten Gleiches bedeuten können. Ein Rechteck ist lang und breit, ein Parallelogramm und ein Dreieck sind lang und hoch, ein Quader ist lang, breit und hoch, ein quaderförmiger Schrank lang, breit und tief und ein quaderförmiges Buch lang, breit und dick. Bei einem Tetraeder ist es dagegen nicht klar, was mit Länge und Breite gemeint ist. Höhe scheint einfacher zu sein. Und Tiefe? Oder Dicke???
 
   Was ist „rund“? Ein Kreis. Ein Kegel. Ein Zylinder. Einen flachen Zylinder nennt man auch Scheibe. Die Erde ist rund. Ist sie deshalb eine Scheibe? Nein, die ist kreisrund und die Erde kugelrund. Allerdings gleicht die Erde in ihrer Form eher einem etwas missglückten Berliner Pfannkuchen als einer mathematisch exakten Kugel. Aber dieser ist ja auch rund. Irgendwie.
 
   Aber ist ein Kreis nicht runder?
 
   Überhaupt: Der Kreis. Damit tun sich auch Lexika schwer.
 
   Was ist das: ein Kreis?
 
   Versuchen Sie sich doch bitte mal an einer Definition!
 
   Es gibt unterschiedliche Möglichkeiten.
 
   Der Versuch, den Kreis als geometrische Form mit besonderen Eigenschaften zu beschreiben, ist mühsam. „Ohne Ecken“ sind auch Ellipsen und unregelmäßige geschlossene Kurven; „überall gleiche Krümmung“ müsste selbst wieder genauer definiert werden.
 
   Beschreibt man einen Kreis als Punktmenge, so könnte das folgendermaßen aussehen (und so steht es auch oft im Lexikon): „Kreis: Ort aller Punkte, die von einem weiteren Punkt (M) alle den gleichen Abstand (r) besitzen.“ Einverstanden?
 
   Falls ja: wie groß ist der Flächeninhalt eines Kreises?
 
   Bevor Sie jetzt mit Ihrem Schulwissen glänzen (pi mal r Quadrat!), betrachten Sie sich noch einmal die Definition:
 
   Dort ist streng genommen nur von der Kreislinie die Rede – und eine Linie hat keinen Flächeninhalt!
 
   Diese Doppeldeutigkeit des Begriffes „Kreis“ kann man in vielen „Definitionen“ finden.
 
   Dabei lässt sich das Dilemma noch relativ leicht auflösen, indem man in der Definition alle Punkte innerhalb der Kreislinie mit einbezieht. (Ort aller Punkte, deren Abstand von einem Punkt M kleiner oder gleich einem bestimmten Wert (r) ist).
 
   Trotzdem wird meistens nicht zwischen „Kreislinie“ und „Kreisfläche“ unterschieden. Wozu auch? Im Alltag wissen wir genau, dass „im Kreis aufstellen“ oder „einkreisen“ die Kreislinie meint und „in den Kreis treten“ oder „Kreis ausmalen“ die Kreisfläche.
 
   „Kreislauf“ ist kein Synonym zu „Rundlauf“ und es ist durchaus möglich, dass der Kreislauf nicht rund läuft.
 
   Umgekehrt muss ein Motor keinen Kreiskolben besitzen, um rund zu laufen und überrundet werden kann man auch bei einer Streckenführung mit Ecken.
 
   Oder mit Ecken und Kanten?
 
   Noch mal zurück zu einem flachen Zylinder. Oben wurde behauptet, dass ein solcher auch „Scheibe“ genannt wird. Also dürfte es keine „kreisrunde Scheibe“ geben, doch dieser Ausdruck macht uns nicht stutzig. Mehr noch als bei einem „normalen“ Zylinder fällt hier die Form der Grundfläche, des Kreises nämlich, ins Auge.
 
   Sehr lang gezogene Zylinder begegnen uns als Rohre, Stangen oder Schnüre, und auch da fällt es uns schwer, die Zylinderform zu erkennen.
 
   Bis zu welcher Dicke spricht man von einer Scheibe?
 
   Der Eishockeypuck dürfte so in etwa die Grenze markieren. Allerdings ist wohl eher nicht die reine Dicke ausschlaggebend, sondern das Verhältnis zwischen Dicke und Höhe.
 
   Auch wenn uns eine Kugel als Scheibe erscheint, belegen wir sie mit diesem Begriff (Sonnenscheibe).
 
   Doch es gibt auch Scheiben, die gar keine Zylinder sind. Wenn Sie sich umschauen, ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie eine solche sehen können, ziemlich hoch.
 
   Sagte ich, dass Sie eine sehen können? Es hätte besser heißen sollen „dass Sie durch eine sehen können“. Nein, Sie müssen keine Brille mit runden Gläsern tragen (wieso eigentlich spricht man dann nicht von Brillenscheiben?), sondern lediglich aus dem Fenster schauen. Dass man hier von „Glasscheibe“ spricht, hat einen historischen Grund. Die ersten Glasfenster bestanden aus „runden“ Butzenscheiben, die, durch Blei miteinander verbunden, eine größere Fläche ausfüllten. Die Form hat sich geändert, der Name ist geblieben.
 
   Auch wenn man von einem quaderförmigen Laib eine „Scheibe“ abschneidet, nennt man etwa Eckiges rund.
 
   Oder etwas Quaderförmiges zylinderförmig?
 
    
 
   Mattscheibe?
 
    
 
   


 
   
  
 



Ein weiteres schönes Beispiel dafür, wie sich in der Geometrie Alltagsbegriffe von den mathematischen Begriffen unterscheiden und somit zu Interferenzen führen können, sind die Ausdrücke „senkrecht“ und „waagrecht“.
 
   Wir kennen das vom Kreuzworträtsel. Bei „Wörtersuchrätseln“ sind die Wörter gar senkrecht, waagrecht oder diagonal versteckt. Dabei wissen wir genau, was das bedeutet: Von oben nach unten (und umgekehrt), von links nach rechts (und umgekehrt) und „schräg“.
 
   Dabei vergessen wir meistens, dass „oben“, „unten“, „links“ und „rechts“ relative und nicht absolute Begriffe sind. Wenn Sie in einem Zimmer sitzen, ist es klar, dass es „die“ linke Wand dort nicht gibt. Sie müssen sich nur um 180° drehen, und schon ist sie zur rechten Wand geworden. Obwohl nicht ganz so leicht zu zeigen, ist auch „oben“ und „unten“ relativ. Natürlich ist die Zimmerdecke für uns „oben“ und der Boden ist „unten“. Aber wie ist das für eine Fliege, die an der Decke krabbelt? Auch dort hat sie ja festen Boden „unter“ ihren Füßen. Könnten wir an Wand und Decke laufen, so würden wir oben und unten genau so relativ empfinden wie links und rechts.
 
   Weshalb aber wissen wir beim Rätsel so genau, was „oben“ und „unten“ ist? Nun, normalerweise ist die Seite so aufgebaut, dass der Text immer von einer Kante zur anderen läuft. Dort, wo er beginnt, ist vom Leser aus betrachtet links, und damit ist rechts ebenfalls bestimmt. Wo „oben“ ist, erkennen wir an der Form der Zeichen; beim „i“ ist für uns beispielsweise der Punkt „oben auf dem Strich“. So können wir den anderen beiden Kanten des rechteckigen Blattes eindeutig die Bezeichnung oben und unten zuordnen.
 
   Wenn ein Tisch „richtig“ steht, sind die Füße „unten“ und die Platte „oben“; bei einem Menschen mit Glatze ist es genauso. Unten ist der Boden, oben der Himmel. Vom Boden zum Himmel und umgekehrt ist senkrecht, von links nach rechts und umgekehrt ist waagrecht und alles andere schräg, schief oder krumm.
 
   Aber leider hat die Mathematik eine ganz andere Meinung hierzu. „Senkrecht“ hat dort überhaupt nichts mit „oben“ und „unten“, Himmel und Erde zu tun!
 
   „Senkrecht“ bezeichnet in der Mathematik nicht die Eigenschaft eines Gegenstandes, sondern ein bestimmtes Verhältnis zweier geometrischer Objekte. Der Einfachheit halber will ich mich im Folgenden auf die Objekte „Strecken in einer Ebene“ beschränken. Zwei Strecken sind zueinander senkrecht, wenn der Winkel zwischen ihnen 90° beträgt. Nun, jetzt müsste man streng genommen natürlich noch erklären, was ein Winkel zwischen Strecken ist – in unserer Wahrnehmung müssen sich die Strecken hierzu kreuzen oder zumindest berühren. Falls sie sich kreuzen, erkennen wir vier Winkel und falls sie sich berühren immer noch zwei. Natürlich schaffen es Mathematiker, eindeutig zu definieren, was „der“ Winkel zwischen zwei Strecken ist. Doch für „senkrecht“ reicht unser Alltagsverständnis völlig aus, denn wenn einer der beiden (oder der vier) Winkel 90° beträgt, so gilt das für den (oder die) anderen ebenso. In der Skizze sieht man das ganz gut, und auch, dass hier Strecken zueinander senkrecht sind, die auf dem Blatt nicht „von oben nach unten“ laufen.
 
    [image: ][image: ]
 
    
 
    
 
    
 
    
 
   Mathematiker benutzen auch lieber den Ausdruck „orthogonal“ als „senkrecht“, denn „senkrecht“ stammt aus dem Maurerhandwerk, wo mit Hilfe eines Lotbleis (daher auch der Ausdruck „lotrecht“) festgestellt wird, ob eine Mauer „gerade“ – das heißt senkrecht zum Horizont – steht. An einer Schräge ist dann eine Mauer „senkrecht“, obwohl man gar keine zueinander senkrechten Linien ausmachen kann, so wie bei folgender Skizze:
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   Daher wäre es wirklich geschickter, man würde für diese Art des Senkrechten den Ausdruck „vertikal“ benutzen und für die mathematische Art den Ausdruck „orthogonal“. Das sind zwei zwar ähnliche, aber doch unterschiedliche Dinge, die man nun leider beide mit „senkrecht“ übersetzt und somit Verwirrung stiftet.
 
   In der Grundschule lernen die Kinder die Begriffe „senkrecht und parallel“ – und eben nicht „senkrecht und waagrecht“. Waagrecht – als „richtig in der (Wasser-)Waage“, ebenfalls aus dem Maurerhandwerk – heißt nämlich parallel zum Horizont. Als Synonym hierzu ist auch der Ausdruck „horizontal“ gebräuchlich. Man benutzt nicht die Redewendung „waagrecht zueinander“, denn diese ergäbe auch kaum einen Sinn.
 
   Schade, dass man mit dem Begriff „senkrecht“ nicht so konsequent verfährt.
 
   


  
 


 
   18.       Unmöglich – aber jedes Kind kann es!
 
    
 
   Weshalb die Mathematik so wunderbar auf die beobachtbare Umwelt passt, ist eine faszinierende und noch weitgehend unbeantwortete Frage. Manchmal sind aber auch einfache Sachverhalte mathematisch nur sehr schwer zu beschreiben – oder die Beschreibungen führen zu Widersprüchen, die nur mit unangemessenem Aufwand aufgelöst werden können.
 
   In der ebenen Geometrie kann man mit Hilfe eines Koordinatensystems jedem Ort bzw. jedem Punkt eine „Adresse“ zuordnen. Man legt dazu einfach ein Achsenkreuz an eine beliebige Stelle der Ebene. Der willkürlich festgelegte Schnittpunkt der Achsen erhält die Adresse (0|0), die Achsen werden in beide Richtungen mit einer Skala versehen (zur Unterscheidung nennt man eine Achse „x-Achse“, die andere „y-Achse“ und verwendet in eine Richtung positive, in eine andere Richtung negative Zahlen).
 
   So können jedem Punkt eindeutig zwei „Koordinaten“ zugeordnet werden.
 
   y
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   Dazu muss man nur noch festlegen, welches die x-Achse und welches die y-Achse ist und in welcher Reihenfolge die Koordinaten angegeben werden. Normalerweise wird immer zunächst die x-Koordinate und dann, durch einen senkrechten Strich getrennt, die y-Koordinate angegeben, so dass zu dem oben eingezeichneten Punkt die „Adresse“ (6|3) gehört. Natürlich müssen die Koordinaten nicht ganzzahlig sein, sondern können jeden Wert des „Zahlenstrahls“ annehmen. Somit gibt es für die „unendlich vielen“ Punkte der Ebene auch „unendlich viele“ „Adressen“.
 
   Mit Hilfe dieses Systems lässt sich beispielsweise ein bestimmtes Quadrat relativ einfach beschreiben. „Alle Punkte, deren x- und y-Koordinaten zwischen 0 und 2 (einschließlich dieser Zahlen) liegen“ führt dann zu folgender Figur:
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   Hierzu folgende Frage: Kann man dieses Quadrat in zwei exakt (in Form und Größe) gleiche Teile zerlegen?
 
   Selbstverständlich, werden Sie sagen. Ein Quadrat kann mit einem geraden Schnitt von einer Ecke zur gegenüberliegenden in zwei gleiche Dreiecke zerlegt werden und mit einem geraden Schnitt von einer Seitenmitte senkrecht zu dieser Seite in zwei gleiche Rechtecke.
 
   Betrachten Sie sich jetzt aber noch einmal das obere Bild.
 
   Sie ahnen, welche Frage jetzt kommt?
 
   Was passiert bei dieser Zerlegung mit dem Punkt (1|1)?
 
   Zu welchem Teil gehören generell alle Punkte auf der „Trennlinie“?
 
    
 
   Betrachten wir die Zerlegung des Quadrats in zwei Rechtecke entlang einer Linie, die parallel zur x-Achse durch den Punkt (0|1) verläuft.
 
   Wenn beide Rechtecke gleich viele Punkte haben sollen, so muss es eine Zuordnung geben, die jedem Punkt des einen Rechtecks genau einen Punkt des anderen Rechtecks zuordnet.
 
   Auf den ersten Blick scheint das möglich:
 
   Jedem Punkt (a|b) des „unteren“ Rechtecks ordnet man den Punkt (a|b+1) zu, der auf jeden Fall zum „oberen“ Rechteck gehört.
 
   Doch dann beginnen die Probleme: (1|0) gehört zum „unteren“ Rechteck, (1|1) zum „oberen“ – aber was ist dann mit (1|2)?
 
   Rechnet man (1|1) dem „unteren“ Rechteck zu, dann hat man den „Partner“ von (1|2) im oberen Rechteck, aber verliert denjenigen von (1|0). Man kann es drehen und wenden wie man will: Ordnet man die Punkte der beiden Rechtecke einander zu, gibt es am Ende kein Punktepaar, zu dem der Punkt (1|1) gehört!
 
   Doch dieser Punkt gehört eindeutig zu dem Quadrat. Man kann also ein Quadrat in zwei gleiche Teile zerlegen und mathematisch zeigen, dass das gar nicht geht?
 
   Wie sieht es in der Realität aus? Ein quadratisches Stück Papier kann man in zwei gleiche Teile zerschneiden. Was passiert dabei mit dem „Mittelpunkt“? Wird der etwa zerschnitten? Nun, Papier besteht nicht aus mathematischen Punkten, sondern aus Zellfasern, und diese kann man leicht trennen.
 
   So leistungsfähig das Modell von Strecke, Ebene und Raum als „Punktmenge“ auch ist, es ist lediglich ein mathematisches Modell und somit weder „perfekt“ noch eine exakte Beschreibung der Wirklichkeit.
 
   Die Mathematik erhebt allerdings auch gar nicht den Anspruch darauf, dies zu tun!
 
   


  
 


 
   19.       Ungleiche Gleichungen
 
    
 
   In Kapitel 10 wurde bereits einiges über das Gleichheitszeichen als Symbol für eine Äquivalenzrelation erläutert. Als solches ist es „symmetrisch“ und „transitiv“. Hinter diesen Begriffen verbergen sich zwei uns ganz selbstverständlich erscheinende Dinge, die sich mathematisch einfach erklären lassen:
 
   1.      Wenn a = b, dann ist auch b = a  (Symmetrie)
 
   2.      Wenn a = b und b = c, dann ist auch a = c (Transitivität)
 
   Das alles ist uns sehr geläufig:
 
   2 + 3 = 1 + 4 und genau so ist 1 + 4 = 2 + 3.
 
   5 = 2 + 3 und 2 + 3 = 1 + 4; also gilt auch 5 = 1 + 4.
 
   Heißt „=“ korrekt „gleich“, „ist gleich“, „ist“, „ergibt“, „ist das Gleiche wie“ oder noch anders? Hierauf gibt es keine wirklich befriedigende Antwort, denn „=“ wird im Alltag sehr unterschiedlich verwendet (und dabei oft mathematisch nicht korrekt) und kann auch innerhalb der Mathematik Unterschiedliches bedeuten (hierzu später mehr).
 
    [image: ]Für viele Grundschüler ist „=“ ein Rechenbefehl, der etwa bedeutet „Rechne das aus!“. Diese Kinder reagieren oft recht verzweifelt auf Aufgaben wie  3 +     = 5, denn, so ihr Verständnis, „diese Aufgabe ist doch schon ausgerechnet.“ Dabei gehören solche Aufgaben gleich in den Anfangsunterricht! Zu der Frage „was ist das?“ passt natürlich sehr gut die Antwort „das ist gleich“, und schließlich bedeutet das „=“ auf der Taschenrechnertaste ja tatsächlich „rechne!“.
 
   „Nur diese Woche! 2 Artikel = 1 Preis!“; „1 Kugel Eis = 1 Euro“; „Geburtstag 24.12. = Sternzeichen Steinbock“ – im Alltag findet man zahlreiche „unmathematische“ Verwendungen des Gleichheitszeichens, bei denen Symmetrie und Transitivität verletzt werden. Auch unsere Sprache ist hier nicht ganz so streng.
 
   „Quadrat = Viereck mit gleich langen Seiten“ würden wir lesen als „Ein Quadrat ist ein Viereck mit gleich langen Seiten“, was eine korrekte Feststellung ist.
 
   Aber wie steht es mit der Symmetrie? „Ein Viereck mit vier gleich langen Seiten ist ein Quadrat?“ Ist das ebenfalls richtig?
Lösung folgt gleich, zuvor noch ein weiteres Beispiel:
 
   Ein Rechteck ist ein Viereck. Richtig. Ein Viereck ist ein Rechteck? Nicht unbedingt. „Rechteck = Viereck“ wäre unzulässig.
 
   So auch die obige Aussage. Es gibt sehr wohl Vierecke mit gleich langen Seiten, die kein Quadrat sind.
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   Hier sehen Sie ein Beispiel für ein solches Viereck. Vierecke mit gleich langen Seiten nennt man Raute oder Rhombus (auch wenn sie nicht „brav“ „auf einer Ecke stehen“ oder „einer Seite liegen“.)
 
   In der alten, einfachen Programmiersprache BASIC wurde das Gleichheitszeichen zur Definition von Variablen verwendet (wie auch in der Mathematik üblich). „A = 2“ legte fest, dass später z. B. dem Ausdruck „A + 3“ die Zahl „5“ zugewiesen wurde.
 
   Nun ist es in Programmen oft so, dass sich Variablen während des Ablaufs verändern. Den Befehl „Vergrößere die Variable A um 1!“ übersetzte man in BASIC folgendermaßen: „A = A + 1“. Mathematikern pflegte sich bei dieser Schreibweise der Magen umzudrehen.
 
   1 ∙ 4 = 4 ∙ 1. Stellen Sie sich den jeweils ersten Faktor als „so oft“ und den zweiten als „Sack Zement“ vor. Die Ausdrücke links und rechts der Gleichung beschreiben den Transport von vier Säcken Zement vom Keller in den siebten Stock. Es fühlt sich ganz sicher nicht „gleich“ an, ob Sie alle vier Säcke auf einmal schleppen oder vier Mal die Treppen hoch und runter laufen (oder laufen Sie nur drei Mal runter?)…
 
   Vielleicht erinnern Sie sich an die „binomischen Formeln“, mit deren Hilfe man quadratische Rechenausdrücke anders schreiben kann. Eine dieser Formeln lautet (a + b)² = a² + 2ab + b².
 
    
 
   Diese kann man geometrisch sogar recht gut begründen:
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                 a              b
 
   Der Flächeninhalt des Quadrates mit der Seitenlänge (a + b) setzt sich aus den Inhalten der beiden Quadrate a² und b² sowie dem der beiden Rechtecke (ab) zusammen.
 
   Eine weitere Formel, die man in der Schule lernt, ist die „Abkürzung“ des berühmten „Satz des Pythagoras“ („in einem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Kathetenquadrate gleich dem Hypotenusenquadrat“):
 
    [image: ]a² + b² = c²
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   Wenn also
 
   (a + b)²  =  a² + 2ab + b²  =  a² + b² + 2ab
 
   und
 
   a² + b²  =  c²,   gilt dann nicht auch
 
   (a + b)² = c² + 2ab  ?
 
   Was ist hier nun wieder problematisch?
 
   Bei den binomischen Formeln handelt es sich um Äquivalenzumformungen, d. h. links und rechts des Gleichheitszeichens stehen völlig gleichbedeutende Ausdrücke.
 
   Die „Gleichung“ a² + b²  =  c² ist offensichtlich etwas anderes. Sie beschreibt das (zahlenmäßige) Verhältnis zwischen bestimmten, an anderer Stelle definierten Größen. Sie gilt nicht allgemein, sondern nur für den Fall, dass mit a, b und c die Seitenlängen eines rechtwinkligen Dreiecks benannt sind und dabei c diejenige Seite ist, die dem rechten Winkel gegenüber liegt.
 
   So gilt in diesem Fall (aber eben nur dann) auch die Gleichung
 
   (a + b)² = c² + 2ab.
 
   Ähnlich wie bei BASIC wird in der Mathematik das Gleichheitszeichen auch benutzt, um Variablen festzulegen oder zu bestimmen. So schreiben Mathematiker „x = 2“ und meinen damit entweder „x soll 2 sein“ oder „für x = 2 stimmt die Aussage.“
 
   Letzteres träfe z. B. zu für 3 + x = 5.
 
   Was aber nun, wenn man für x die Zahl 1 „einsetzen“ würde?
 
   Dann stünde da 3 + 1 = 5. Ist das eine Gleichung?
 
   Sicher ist auch das eine „Gleichung“, aber eine, die nicht „richtig“ ist. Mathematiker würden das eher eine „falsche Aussage“ nennen.
 
   Auf das Gleichheitszeichen scheint also nicht richtig Verlass zu sein!
 
   Das Spiel mit dem Gleichheitszeichen und scheinbar zulässigen „Umformungen“ führt zu verblüffenden „Beweisen“, dass 1 gleich 2 ist oder ähnlich sinnigen Zusammenhängen.
 
   Der „Haken“ an diesen Spielchen ist fast immer der Gleiche. Können Sie ihn in folgendem Beispiel entdecken?
 
   1.      x = 1
 
   2.      Dann gilt: x² = x
 
   3.      Allgemein gilt:
(x − 1)² = x² − 2x + 1
 
   4.      Ersetzen von x² durch x (siehe 2.):
(x − 1)² = x − 2x + 1
 
   5.      (x − 1)² = −x + 1
oder auch (x − 1)² = − (x − 1)
 
   6.      Division auf beiden Seiten durch (x − 1) führt zu
(x − 1) = − 1
 
   7.      Addition von 2 auf beiden Seiten führt zu
x + 1 = 1
 
   8.      Da x = 1 gilt dann:
2 = 1 oder auch 1 = 2
 
 
   Im 6. Schritt hat man durch Null dividiert (Da x = 1 ist x − 1 = 0). Mit Hilfe der Division durch Null kann man fast alles „beweisen“; ein gutes Argument dafür, diese Operation in der Mathematik nicht zuzulassen.
 
   Es gibt weitere Operationen, die zwar definiert sind, aber eine Gleichung so verändern, dass die „neue“ Gleichung nicht mehr äquivalent zu der ursprünglichen ist.
 
   4  =  4         2²  =  (−2)²        2  =  −2
 
   Zum Schluss noch eine wichtige „Gleichung“ in der Mathematik:
 
   Nur nicht = aufgeben!
 
   


  
 


 
   20.       Ganz genau, ungefähr
 
    
 
   Wie exakt ist die Mathematik?
 
   Was für eine Frage!
 
   Mathematik ist die einzige wirklich exakte Wissenschaft. Nirgendwo sonst lässt sich etwas endgültig „beweisen“. In allen anderen Wissenschaften gibt es immer nur Modelle und Theorien, die so lange als gültig akzeptiert werden, bis man sie widerlegen kann. Auch wenn viele Theorien nicht grundsätzlich widerlegt, sondern nur relativiert oder verfeinert werden, so gibt es dennoch keine, von der man ganz sicher sein kann, dass sie nicht eines Tages doch widerlegt werden könnte. Nicht so in der Mathematik. Was hier bewiesen wurde, gilt als nicht widerlegbar. Kein ernsthafter Mathematiker käme etwa auf die Idee, zu versuchen, einen Kreis nur mit Hilfe von Zirkel und Lineal in ein flächengleiches Quadrat zu überführen: Dass die „Quadratur des Kreises“ nicht möglich ist, haben bereits die Griechen geahnt, der deutsche Mathematiker Ferdinand von Lindemann konnte dies 1882 beweisen.
 
   Ein wichtiger Baustein dieses Beweises war die Erkenntnis, dass das Verhältnis zwischen Durchmesser und Radius eines Kreises – gut bekannt als π – eine Zahl ist, die nicht durch eine Gleichung mit ausschließlich rationalen Zahlen beschrieben werden kann. Trotzdem kann man die Zahl π heute auf hunderttausende von Stellen genau angeben, wenn auch für den Alltag meistens der Wert 3,14 völlig ausreichend ist. Die weitere Berechnung von Nachkommastellen für π erfolgt nun nicht dadurch, dass etwa Kreise immer genauer gemessen werden, sondern durch rein mathematische Annäherung.
 
   Wenn wir im Alltag in der Arithmetik mit Zahlenwerten operieren, die wir durch Messungen erhalten haben, so können wir mit diesen Werten zwar ganz „exakt“ rechnen – erhalten aber stets alles andere als „exakte“ Werte!
 
   Nehmen wir eine quaderförmige Schachtel, die 12,3 cm lang,
45,6 cm breit und 78,9 cm hoch ist. Wie groß ist ihr Volumen?
 
   Wahrscheinlich würden Sie, um die Frage zu beantworten, diese Werte in einen Taschenrechner tippen und multiplizieren.
Im Display erscheint dann 44253,432. Wie groß ist dann das Volumen?
Genau 44253,432 cm³? Von wegen!
 
   Zunächst sollte man sich klarmachen, was die Angaben „quaderförmig“ und „12,3 cm lang“ denn tatsächlich bedeuten. Ein Quader ist eine mathematische Idealvorstellung, die in der Realität nie wirklich exakt anzutreffen ist. Und wenn Messwerte angegeben werden, so wird damit immer auch etwas über die Genauigkeit angegeben, mit der diese Werte bestimmt wurden. 12,3 cm bedeutet dabei, dass der „wirkliche“ Wert wohl irgendwo zwischen 12,25 cm und 12,35 cm liegen wird. Wie genau kann wirklich gemessen werden?
 
   Gehen wir bei unserer Schachtel einmal von der (unrealistischen) Annahme aus, dass sie einem exakten Quader sehr nahe kommt und dass wir seine Kanten mit einer Genauigkeit von einem hundertstel Millimeter (0,001 cm) messen könnten. 12,3 cm hieße dann „zwischen 12,2995 cm und 12,3005 cm“, 45,6 cm „zwischen 45,5995 cm und 45,6005 cm“ und 78,9 cm „zwischen 78,8995 cm und 78,9005 cm“.
 
   Nun können wir die Bandbreite berechnen, in der sich das Volumen der Schachtel befindet, indem man zuerst die möglichen kleinsten Werte miteinander multipliziert und dann die möglichen größten. In unserem Beispiel erhalten wir:
 
   44250,867439199875 cm³ und 44255,996629200125 cm³. Trotz dieser enormen Genauigkeit ergibt sich eine Differenz von über
5 cm³ zwischen dem kleinstmöglichen und dem größtmöglichen Wert! Alle Ziffern hinter dem Komma erweisen sich als reines Muster ohne Wert, denn eine seriöse Angabe des Volumens kann nur sein „zwischen 44250 cm³ und 44256 cm³“. Und das, wohlgemerkt, unter der Annahme, dass unsere Schachtel ein „perfekter“ Quader ist und wir jede Seitenlänge auf einen hundertstel Millimeter genau messen können.
 
   Nun lauteten die Angaben in der ursprünglichen Aufgabe auf Millimeter genau. Berechnen wir hier ebenso den kleinsten und den größten möglichen Wert:
 
   12,25 cm  45,55 cm  78,85 cm = 43997,314375 cm³
 
   sowie
 
   12,35 cm  45,65 cm  78,95 cm = 44510,233625 cm³,
 
   so stellen wir (verblüfft?) fest, dass nicht nur die Nachkommastellen reine Makulatur sind, sondern ebenso die Einer- und die Zehnerstelle bei den Kubikzentimetern. Ein vernünftiges Ergebnis ist allein die Bandbreite zwischen 44000 cm³ und 44500 cm³.
 
   Das scheinbar so „exakte“ Ergebnis 44253,432 cm³ ist völlig irrelevant, und es wird auch nicht dadurch besser, dass man daraus „ungefähr 44253 cm³“ macht. Das wäre in etwa so, als würden Sie jemandem vom 95. bis zum 100. Geburtstag jeweils mit den Worten „alles Gute zum ungefähr 97. Geburtstag!“ gratulieren.
 
   Leider lernt man so etwas im Mathematikunterricht fast nie. So werden scheinbar ganz genaue Ergebnisse mit Hilfe der Mathematik produziert, die dann gar nicht stimmen (können). Das wäre nicht weiter schlimm, wenn nicht überall mit Hilfe von „Kennzahlen“ und anderen Daten „wissenschaftliche“ Prognosen erstellt und Aussagen gemacht würden, die kaum das Papier wert sind, auf dem sie stehen. Man kann zwar mit Hilfe der Mathematik ganz genau rechnen, aber man kann mit unscharfen Daten eben auch nur unscharfe Ergebnisse, sprich Bandbreiten, ermitteln. Wer bei hoch komplexen Daten, etwa aus der Wirtschaft, meint, am Ende einen Prozentwert oder einen anderen Index ganz „exakt“, am besten auf zehn Nachkommastellen genau, ausrechnen zu können, missbraucht die Mathematik, um mit ihrer „Hilfe“ den einen oder anderen Unsinn zu „erklären“. Carl Friedrich Gaus, ein zu Recht sehr berühmter Mathematiker, hat darauf hingewiesen, dass sich mathematisches Unvermögen in nichts so sehr offenbart wie in der peniblen Genauigkeit beim Ziffernrechnen. Also ist hier mal ausnahmsweise nicht Mathe doof, sondern das, was mit ihr angestellt wird. Wer seinen Ferrari mit Diesel betankt, sollte nicht das Auto dafür verantwortlich machen, dass es nicht anständig fährt…
 
   


  
 


 
   21.       Vorspiegelung (weiterer) falscher Tatsachen
 
    
 
   Was ist das Ergebnis von 8 : 3 ?
 
   2,67?
 
   2,666666667?
 
    [image: ]2,6?
 
   2 Rest 2?
 
   Acht Drittel?
 
   Zwei Zweidrittel?
 
   Man kann diese Frage „mathematisch genau“ beantworten, indem man drei Antworten als „exakt“ und drei als „ungefähr“ bezeichnet. Doch hilft das im Alltag wirklich weiter? Weshalb gibt es hier mindestens drei unterschiedliche Bezeichnungen für die exakte Lösung („exakt“ sind die dritte, fünfte und sechste Antwort)?
 
   Etwas klarer wird die Bedeutung der Aufgabe im Alltag dadurch, dass man jeweils eine Situation beschreibt, zu der sie „passt“. Dann kann jede der sechs Antworten „richtig“ sein, und zwar abhängig von der Situation „mehr“ oder „weniger“.
 
   Versuchen Sie, den Situationen a) – f) eine der oben stehenden Antworten zuzuordnen! (Bei Situationen, in denen mit Größen gerechnet wird, akzeptieren wir es hier großzügig, dass nur die Maßzahlen und nicht die Einheiten in Rechnung und Ergebnis auftauchen.)
 
   a)     Was zeigt der Taschenrechner an, wenn man 8:3= eintippt?
 
   b)     8 Pizzas werden in Drittel geschnitten und an 3 Leute verteilt. Wie viel Pizza erhält jeder?
 
   c)      3 Liter kosten 8 Euro. Wie viel kostet 1 Liter?
 
   d)     Wie lautet 8/3 als Dezimalbruch?
 
   e)     3 Kinder teilen sich 8 Luftballons.
 
   f)       8 Stunden werden in drei gleiche Zeitabschnitte unterteilt. Wie viele Stunden dauert dann ein Zeitabschnitt?
 
   Zu jeder Situation ergibt die Operation 8 : 3 einen Sinn, und zu jeder Situation passt eins der Ergebnisse etwas besser als die anderen. Ist das dann aber noch mathematisch korrekt?
 
   Die Mathematik ist für den Menschen da, nicht der Mensch für die Mathematik.
 
   Zugegeben, dieses Zitat ist aus dem Neuen Testament entlehnt, und dort ist statt von der Mathematik vom Sabbat die Rede, aber dort, wo sich Mathematik auf den Alltag bezieht und als Werkzeug zur Lösung von Problemen eingesetzt wird, kann gesunder Pragmatismus nicht schaden.
 
   17 3/5 Hühner legen an 25 ½ Tagen 316 3/7 Eier.
Wie viele Eier legen 28 4/7 Hühner an 19 ¼ Tagen?
 
   2 Fensterreiniger benötigen für die Reinigung einer Schaufensterscheibe 6 Minuten.
 
   Wie lange benötigen 4,3 Fensterreiniger für 2,4 Scheiben?
Mit wie vielen Fensterreinigern lässt sich die Scheibe in 0,2 Sekunden reinigen?
 
   Dass die Mathematik auch unsinnige Dinge ausrechnen kann, sollte man ihr nicht zum Vorwurf machen.
 
   Problematisch wird es erst dann, wenn man die scheinbar genauen, aber bei genauer Betrachtung unsinnigen Ergebnisse als richtig, weil richtig ausgerechnet einordnet.
 
   In einem Heft mit vielen klugen Aufgaben steht zum Beispiel auch eine, in der die Länge eines ICEs bestimmt werden soll. Angegeben waren die Länge der Triebköpfe, die Länge der Waggons und die Anzahl der Waggons. Das Ergebnis in der Musterlösung wird dann auf Zentimeter genau angegeben. Der Zug ist über 400 Meter lang. Die Waggons sind beweglich miteinander verbunden. Beim Anfahren wird der Zug etwas „auseinander gezogen“ und beim Anhalten „gestaucht“. Fährt der Zug in einer Kurve, ist der äußere Radius um einiges länger als der innere. Wie sinnvoll ist es da, das Ergebnis auf Zentimeter genau anzugeben?
 
    
 
   In der Physik werden oft Messungen durchgeführt und Mittelwerte berechnet. Wenn man dann allerdings aus den Werten 3,5; 3,2 und 3,3 schließt, dass „der eigentliche Wert 3,33“ beträgt, hat man zwar richtig gerechnet – aber nicht das Richtige!
 
   Wie oft kann man ein Blatt Papier falten? Öfter als 6 Mal werden Sie es wahrscheinlich nicht schaffen. Aber wenn man theoretisch davon ausgeht, dass man es hundert Mal falten könnte: Wie dick wäre es dann?
 
   Selbst wenn man das Ergebnis nachrechnet, kann man es kaum glauben. Rechnet man mit einer ursprünglichen Blattdicke von
0,1 mm, so erhält man nach einmal Falten 0,2 mm, dann 0,4 mm, anschließend 0,8 mm, darauf 1,6 mm usw. Die Dicke nach n Mal Falten lässt sich mit der Formel 0,1 mm ∙ 2n berechnen. Rechnen Sie ruhig nach: 100 Faltvorgänge lassen die Dicke auf  126 Trilliarden Kilometer anwachsen. Das sind über 13 Milliarden Lichtjahre; diese Entfernung ist größer als die bekannte Ausdehnung des gesamten Universums!
 
   Der Grund, weshalb wir uns so ein gewaltiges Wachstum nicht vorstellen können, liegt darin, dass es ein ungedämpftes exponentielles Wachstum ist, das so nirgends in der Natur vorkommt. Dort sind Wachstumsprozesse meistens langsamer, und selbst dort, wo Wachstumsprozesse zu Beginn exponentiell sind (z. B. bei Bakterienwachstum), bleiben sie das nicht über sehr viele Perioden, sondern schwächen sich ab oder führen zum Kollaps des Systems.
 
   Guthaben- und Schuldenwachstum mit Zins und Zinseszins ist ebenfalls ein exponentielles Wachstum. Es ist etwas beunruhigend, dass dieses unser Vorstellungsvermögen übersteigt und das Potential zum Systemkollaps in sich birgt. Mathematisch lassen sich jedoch nicht nur unbegrenzte Wachstumsprozesse beschreiben, sondern auch komplexe sich selbst regulierende Systeme, die den realen Gegebenheiten näher kommen. Dafür verwendete Modelle sind dann aber auch wesentlich komplexer als einfache Formeln wie oben.
 
    
 
   Wie viele Sandkörnchen mit einem Durchmesser zwischen einem zehntel Millimeter und einem halben Millimeter gab es am 31.12.2005 auf der Erde? Natürlich werden wir niemals eine Antwort auf diese Frage erhalten, aber eins ist klar: Wenn wir nur genau genug definieren, was zur Menge der Sandkörnchen gehört und was nicht, dann gibt es tatsächlich eine Zahl, die die „richtige“ Antwort auf diese Frage darstellt.
 
   Unsere Welt ist in jedem Sinn eine „endliche“. Selbst die Anzahl der Atome im gesamten Universum ist nicht unendlich.
 
   Genau so kann in unserer realen Welt nichts „unendlich“ klein sein. Moleküle, Atome und deren Bestandteile sind wirklich sehr, sehr, sehr klein – aber eben nicht unendlich klein.
 
   Zahlen hingegen gibt es unendlich viele (und das gilt bereits für die Natürlichen Zahlen), geometrische Punkte haben keine Ausdehnung und sind daher unendlich klein. Betrachtet man das Intervall zwischen zwei Zahlen, dann liegen dazwischen unendlich viele (rationale) Zahlen. Zwischen zwei Zahlen kann man stets eine weitere Zahl finden, das heißt man kann einen „unendlich kleinen Abstand“ mathematisch beschreiben. Man kann innerhalb der Mathematik sogar Aussagen über unendlich kleine oder unendlich große Zahlen und unendlich winzige Intervalle machen.
 
   Es gibt die Unterscheidung zwischen „stetig“ und „diskret“.
 
   Die Länge ist ein Beispiel für eine stetige Größe; zu zwei Streckenlängen kann man immer eine Streckenlänge finden, die zwischen diesen liegt. Es gibt bei der mathematischen Beschreibung der Länge keine „Sprünge“: da man jede Zahl als Maßzahl (z. B. in Kombination mit der Einheit „Meter“) verwenden kann, lässt sich mit einer „unendlich kleinen Zahl“ auch eine „unendlich kleine Strecke“ definieren.
 
   Anzahlen hingegen sind diskret. (Das Gegenteil von „diskret“ ist in der Mathematik „stetig“ und ganz und gar nicht „indiskret“). Der radioaktive Zerfall von Elementen lässt sich mit Hilfe einer mathematischen Formel beschreiben. Obwohl diese als Ergebnis auch Kommazahlen liefert, sind nur die ganzzahligen Werte ausschlaggebend: die Anzahl der noch nicht zerfallenen Atome. Zeichnet man das in einer Kurve ein, so hat diese bei genauer Betrachtung „Stufen“ oder „Sprünge“.
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   Sind die physikalischen Größen stetig oder diskret?
 
   Vielleicht kennen Sie die Geschichte von Achill und der Schildkröte. Es handelt sich dabei um ein berühmtes mathematisches Paradoxon aus dem antiken Griechenland.
 
   Die beiden veranstalten ein Wettrennen, bei dem die Schildkröte einen Vorsprung erhält.
 
   Und das ist das Pech für den schnellen Achill: Er wird es nicht schaffen, die Schildkröte zu überholen. Denn jedes Mal, wenn er an die Stelle kommt, an der die Schildkröte kurz zuvor noch war, wird diese wieder ein Stückchen weiter gelaufen sein. Da sich das ganze Spielchen immer und immer aufs Neue wiederholt, wird Achill das Rennen nicht gewinnen können.
 
   Wir wissen natürlich, dass das nicht stimmt. Auch mathematisch ist es möglich, den Punkt zu bestimmen, an dem Achill die Schildkröte überholt. Der „Grenzwert“ des Abstandes zwischen Achill und der Schildkröte beträgt für „unendlich“ viele der beschriebenen Wiederholungen exakt Null. Schwer vorstellbar, nicht zuletzt deswegen, weil wir in einer diskreten Welt leben.
 
   In Wirklichkeit gibt es nämlich weder stetiges Längenwachstum noch stetige Fortbewegung. Oder etwas präziser: Stetigkeit lässt sich zwar mathematisch beschreiben, aber physikalisch nicht nachweisen.
 
   So wie ein sehr alter Film bisweilen „ruckelt“, weil er mit zu wenigen Bildern pro Sekunde gefilmt wurde, so können wir immer nur eine statische „Momentaufnahme“ durch Messungen erreichen, und dabei sind die Intervalle in der Praxis eben nicht „beliebig klein“ wählbar. Es ist bislang nicht einmal geklärt, ob es theoretisch überhaupt möglich wäre.
 
   Zwar dringt man immer weiter in den Kosmos der kleinsten Teilchen und kleinsten Intervalle vor und misst heute in Größenbereichen, die vor wenigen Jahrzehnten noch als unzugänglich galten. Die einst als „kleinste Teilchen“ bezeichneten Atome setzen sich wiederum aus kleineren Elementarteilchen zusammen (wie Elektronen, Protonen und Neutronen), und auch diese bestehen aus kleineren Teilchen, den so genannten „Quarks“. Aber immer scheint es ein „kleinstes“, also diskretes Teilchen zu geben.
 
   Selbst für die Energie scheint es so etwas wie die „kleinsten Portionen“, zu geben, die man „Quanten“ nennt.
 
   Und wie ist es mit der Zeit? Gibt es so etwas wie „Zeitatome“ oder „Zeitquanten“? Das Wesen der Zeit ist noch nicht hinreichend genau geklärt, um diese Frage zu beantworten. Technisch lassen sich „unendlich kleine“ Zeitintervalle jedenfalls nicht messen.
 
   Ist aber nicht die Tatsache, dass wir stetige Prozesse mathematisch beschreiben können, ein Indiz dafür, dass es sie tatsächlich gibt?
 
   Das ist letztlich eine philosophische Frage.
 
   Genau so kann ich die Frage stellen, ob die Tatsache, dass ich rosafarbene Meerschweinchen mit Schwanenhals und grünem Ringelschwanz beschreiben kann, ein Indiz dafür ist, dass es diese gibt.
 
   Zumindest die Wahrscheinlichkeit, dass Sie sich eben solche Kreaturen vorgestellt haben, ist nicht gering.
 
   Manche Physiker gehen davon aus, dass wir in einem elfdimensionalen Universum leben, in dem sich aber nur drei Raumdimensionen und eine Zeitdimension entfaltet haben.
 
   Mit Hilfe der Mathematik lässt sich ein elfdimensionaler Raum genau so beschreiben wie ein acht-, neun-, zehn-, zwölf- oder dreizehndimensionaler Raum usw.
 
   Daraus nun zu schließen, dass es dann auch acht- neun- usw. dimensionale Universen geben muss, erscheint uns eher waghalsig.
 
   Allerdings ist auch die Tatsache, dass wir uns etwas nicht vorstellen können, kein Indiz dafür, dass es dieses nicht gibt.
 
   


  
 


 
   22.       Nachwort: Nur Mut!
 
    
 
   Die gesamte Mathematik, die bis in die Mittelstufe gelehrt wird, kann mit Hilfe von Modellen erfahr- und nachvollziehbar gemacht werden.
 
   Dass dabei von „fahren“ und „ziehen“ die Rede ist, ist kein Zufall: Man muss sich selbst auf diesen Weg begeben und sich manchmal auch ein wenig anstrengen. Es gibt „verfahrene“ Situationen, es ist möglich, sich zu „verfahren“, und nicht immer steht einem ein „Verfahren“ zur Verfügung, mit dem man ein Problem schnell lösen kann.
 
   Nicht jedes Modell passt in jeder Situation, meistens sind die Modelle und die Situationen mehrdeutig, und wer nach Patentrezepten sucht, wird oft enttäuscht werden.
 
   Aber immerhin ist es möglich, die Mathematik zu verstehen und nicht nur auswendig zu lernen. Zum Verständnis gehört eben auch dazu, dass es manchmal ganz normal ist, wenn man mit einigen Begriffen, Regeln und Zusammenhängen so seine Probleme hat.
 
   Sich dessen bewusst zu sein und sich dadurch nicht entmutigen zu lassen ist schon ein großer Schritt in die Richtung, an Mathematik nicht nur nicht zu verzweifeln, sondern auch ein wenig Spaß an ihr finden zu können. Deswegen muss man nicht gleich Mathematiker werden, aber mathematisches Verständnis einschließlich der Fähigkeit, elementare Mathematik betreiben zu können ist eine der wichtigsten „Schlüsselqualifikationen“ in unserer modernen Gesellschaft.
 
   Es gibt sehr viele Lehrer, die ihren Beruf professionell und mit Herz ausüben, und diese verdienen höchstes Lob und Anerkennung.
 
   Leider gibt es aber auch Lehrer, die nicht sonderlich für ihren Beruf taugen. Für Lehrer, die Mathematik unterrichten, gibt es zwei Kategorien schlechter Lehrer.
 
   Es geht dabei nicht darum, dass Lehrer etwas „beibringen“ können müssen. Lehrer sind keine Kellner, bei denen man eine Bestellung aufgeben und diese bei Nichtgefallen wieder zurückgeben kann. Lehr- und Lernprozesse sind keine Dienstleistungen mit der „Ware Bildung“ und dem „Kunden Schüler“. Wer so argumentiert, zeigt in erster Linie, dass er nicht viel von Lernprozessen versteht.
 
   Die zwei Kategorien beziehen sich auf Einstellungen und Fähigkeiten der Lehrer, die im Rahmen der Professionalisierung durchaus angeeignet und auch evaluiert werden können.
 
   Kategorie eins:
 
   Der Lehrer hat eigentlich überhaupt keine Ahnung von den fachlichen Zusammenhängen. Er unterrichtet das, was im Buch steht, ohne wirklich zu wissen, welche Bedeutung dahinter steckt. Problemen der Schüler begegnet er verständnisvoll; schließlich hat er Kinder lieb und findet Mathematik auch gar nicht so furchtbar wichtig. Zur Differenzierung erklärt er den schwächeren Kindern alles fünf Mal und lässt sie die einfacheren Aufgaben „nach Rezept“ rechnen. Das Ziel „Hauptsache keine Fünf im Zeugnis“ hält er in diesen Fällen für „ausreichend“.
 
   Kategorie zwei:
 
   Der Lehrer verkündet in nahezu jeder Mathematikstunde, dass Mathematik ganz logisch und einfach sei (und wer die Mathematik nicht kapiert, muss etwas dumm oder faul sein und gehört im Zweifelsfall nicht auf diese Schule). Für Schwierigkeiten hat er kein Verständnis, er hat schließlich gelernt, wie die Mathematik „geht“ (und zwar weit über das hinaus, was an der Schule unterrichtet wird) und zeigt das denen, die es wissen wollen, auch. Wer trotzdem schlechtere Noten als „befriedigend“ verdient, mit dem kann er keinesfalls zufrieden sein.
 
   Ganz übel ist es, einen Lehrer der Kategorie eins in der Grundschule zu erwischen und einen der Kategorie zwei in der weiterführenden Schule. Dann lernt man erst, dass Mathematik ein seltsames Regelwerk ist und dann, dass man eigentlich zu unbegabt dafür ist.
 
   Dabei ist Mathematik der Spielplatz des menschlichen Geistes schlechthin. Jeder Mensch ist ein „Mathematiker“, sobald er sich mit Strukturen und Mustern in seiner Welt beschäftigt. Das Rechnen und „Produzieren“ von Ergebnissen ist nur ein kleiner und bei weitem nicht der wichtigste Teil der Mathematik.
 
   Genau so wenig wie man eine Fremdsprache durch das Büffeln von Vokabeln lernen kann, kann man Mathematik durch das Büffeln von Definitionen, Regeln, Sätzen und Beweisen lernen.
 
   Doch genau so wie Sie eine Sprache nicht perfekt beherrschen müssen, um sie anzuwenden (und dabei ständig dazulernen), können Sie sich mathematisch betätigen. Glauben Sie nur nicht, dass den Experten die eleganten Beweise und zweckmäßigen Verfahren einfach so eingefallen sind. Zu jeder gedruckten Seite mit mathematischem Inhalt gehören etliche Seiten mit Versuchen und Irrtümern, Halbfertigem und Unrichtigem – die wir aber nie zu sehen bekommen. Ohne Fehler kann man kaum klüger werden, aber niemand will seine Fehler zugeben, um nicht als dumm dazustehen.
 
   Dabei trifft folgende Weisheit ins Schwarze:
 
   Dumme Leute wiederholen immer die selben Fehler.
 
   Kluge Leute machen ständig neue.
 
   Um Mathematik zu lernen, muss man ausprobieren und Fehler machen dürfen. Man muss sich austauschen und abstimmen, miteinander kommunizieren und Fragen stellen.
 
   Dabei können Experten behilflich sein, nicht so sehr, indem sie erklären und zeigen „wie es geht“ oder indem sie versuchen, den Lernvorgang bis ins letzte Detail zu steuern, sondern indem sie die richtigen Fragen stellen, hilfreiche Medien zur Verfügung stellen, beobachten und zuhören, behutsam Informationen und eigene Strategien in die Diskussion und den Lernprozess mit einbringen.
 
   Sich hierauf einzulassen, kann äußerst spannend und auch fruchtbar sein. Spannungsgeladen und furchtbar kann es nur werden, wenn man den Lehr- und Lernprozess als ein Modell von Sender und Empfänger missversteht.
 
   „Das geht doch so“ – „Aber so habe ich es gelernt, nur so ist es richtig!“ wird sehr schnell zu einer Frage von Macht und Rechthaben, bei der die eigentliche Sache zunehmend unwichtig wird.
 
   „Wie machst du das?“ – „Ich mache das so!“ – „Wie wollen wir es machen?“ sind die besseren Ansätze, die freilich auch ein wohlwollendes Zuhören auf beiden Seiten voraussetzen, um weiter führen zu können.
 
   Verabschieden wir uns von der Illusion, alles bis ins Detail zu steuern und optimieren zu können, ohne in eine fatalistische Alles-egal-Mentalität abzudriften. Wenn wir uns bemühen, die Hintergründe für uns selbst und andere Lernende zu erhellen und die Zeit nehmen, das Terrain zu erkunden und erkunden zu lassen, dann gehören die abschließenden Zitate hoffentlich bald der Vergangenheit an:
 
   „Ich hätte vieles erklären wollen, hätte ich es nur selbst verstanden!“ 

„Ich hätte vieles verstanden, hätte man es mir nur nicht andauernd zu erklären versucht!“
 
    
 
    
 
    
 
   


 
   
  
 



Literaturhinweise
 
   Im Text wurden einige Bücher erwähnt. Diese sind hier zusammengefasst. Außerdem habe ich einige „Mathematikbücher“, die besonders auch für Nicht-Mathematiker geeignet sind, mit aufgenommen. Die Liste ist bewusst klein gehalten, um niemanden zu verschrecken; in den Anhängen der Bücher selbst finden Sie aber weitere lesenswerte Literatur.
 
    
 
   Albrecht Beutelspacher:
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   Stanislas Dehaene:
Der Zahlensinn oder warum wir rechnen können. Birkhäuser 1999
 
   Thomas Royar:
Was tun? Sicher in die Welt der Zahlen. AOL 2006
 
   Urs Ruf, Peter Gallin:
Dialogisches Lernen in Sprache und Mathematik. Kallmeyer 1999
 
   Bastian Sick:
Der Dativ ist dem Genitiv sein Tod. Kiepenheuer & Witsch 2005
 
   Hartmut Spiegel, Christoph Selter:
Kinder & Mathematik. Was Erwachsene wissen sollten. Kallmeyer 2003
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